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PËRMBLEDHJE 
Në kapitullin e parë janë paraqitur disa nocione bazë në gjysmëgrupet ternare. Tregohet që çdo gjysmëgrup i 

zakonshëm mund të shndërrohet në një gjysmëgrup ternar dhe që e anasjellta në përgjithësi nuk është e vërtetë. Këtu 

shtrihen shumë koncepte të gjysmëgrupeve të zakonshëm si nëngjysmëgrupi, njëshi, elementi idempotent etj. 

Gjithashtu është dhënë koncepti i pothuajse nëngjysmëgrupit ternar. Tregohet që bashkimi i dy pothuajse 

nëngjysmëgrupeve ternare është pothuajse nëngjysmëgrup ternar dhe që prerja e dy pothuasje nëngjysmëgrupeve 

ternare në përgjithësi nuk është pothuajse nëngjysmëgrup ternar. Jepet koncepti i idealit, pothuajse idealit dhe 

pothuasje idealit të brendshëm në gjysmëgrupet ternare. Tregohet që bashkimi i dy pothuajse idealeve (pothuajse 

idealeve të brendshëm) është pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshëm) dhe që prerja e dy pothuasje idealeve 

(pothuasje idealeve të brendhëm) në përgjithësi nuk është pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshëm)..   

Në kapitullin e dytë jepet nocioni i kuazi-idealit dhe bi-idealit në një gjysmëgrup ternar. Këtu paraqiten disa kushte 

të nevojshme dhe të mjaftueshme në lidhje me kuazi-idealet dhe bi-idealet. Gjithashtu përkufizohet pothuajse kuazi-

ideali dhe pothuajse bi-ideali. Tregohet që bashkimi i dy pothuajse kuazi-idealeve (pothuajse bi-idealeve) është 

pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal) dhe që prerja e dy pothuasje kuazi-idealeve (pothuasje bi-idealeve) në 

përgjithësi nuk është pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal). Gjithashtu tregohet që çdo shtrirje e një pothuasje 

kuazi-ideali (bi-ideali) është pothuajse kuazi-ideal (bi-ideal).  

Në kapitullin e tretë paraqitet koncepti i -gjysmëgrupit ternar si dhe ai i idealit, kuazi-idealit dhe bi-idealit që 

shtrihen natyreshëm në këto gjysmëgrupe. Gjithashtu jepen disa kushte të nevojshme dhe të mjaftueshme në lidhje më 

idealet, kuazi-idealet dhe bi-idealet në -gjysmëgrupet ternare. Gjithashtu këtu paraqiten dhe relacionet e Grinit në 

një -gjysmëgrup ternar. 

Në kapitullin e fundit paraqiten kuazi-idealet dhe renditja e pjesshme nё njё  −gjysmёgrup tё rregullt. Mё tej 

pёrcaktohet mbёshtjellёsja e njё  −gjysmёgrupi tё rregullt si dhe do jepen disa veti bazё tё mbёshtjellёses. Gjithashtu 

në këtë pjesë të fundit kemi ngritur dhe disa probleme qё lindin natyrshëm në lidhje me mbështjellësen. 

 

Fjalë kyçe: Gjysmëgrup Ternar; Ideal; Kuazi-Ideal; Bi-Ideal; -Gjysmëgrup Ternar; -gjysmëgrup i Rregullt; 

Bashkësia Sanduiç ; Mbështjellëse. 

 

ABSTRACT   
The first chapter presents some basic notions in ternary semigroups. It is shown that any ordinary subsemigroup can 

be transformed into a ternary subsemigroup and that the reverse is generally not true. Here lie many concepts of 

ordinary semigroups such as subsemigroup, identity, idempotent element, etc. The concept of almost ternary 

subsemigroup is also given. It is shown that the union of two almost ternary subsemigroups is almost ternary 

subsemigroup and that the intersection of two almost ternary subsemigroups is generally not almost a ternary 

subsemigroup. The concept of ideal, almost ideal and almost internal ideal is given in the ternary semigroups. It is 

shown that the union of two almost ideals (almost internal ideals) is an almost ideal (almost internal ideal) and that 

the intersection of two almost ideals (almost internal ideals) is generally not an almost ideal (almost internal ideal). 

In the second chapter the notion of quasi-ideal and bi-ideal in a ternary semigroup is given. Here are some necessary 

and sufficient conditions regarding quasi-ideals and bi-ideals. It is also defined  an almost quasi-ideal and almost bi-

ideal. It is shown that the union of two almost quasi-ideals (almost bi-ideals) is an almost quasi-ideal (almost bi-ideal) 

and that the intersection of two almost quasi-ideals (almost bi-ideals) is generally not an almost quasi-ideal (almost 

bi-ideal). It is also shown that any extension of an almost  quasi-ideal (almost bi-ideal) is an almost quasi-ideal 

(almost bi-ideal). 

The third chapter presents the concept of a -ternary semigroup as well as that of the ideal, quasi-ideal and bi-ideal 

that lie naturally in these subsemigroups. Also some necessary and sufficient conditions are given regarding ideals, 

quasi-ideals and bi-ideals in  -ternary semigroups. Also here are presented Green's relations in a -ternary 

semigroup. 

The last chapter presents quasi-ideals and the partial order in a -regular semigroup. The enlargement of a -regular 

semigroup is further defined and some basic properties of an enlargement will be given. Also in this last part we have 

raised some problems that arise naturally regarding the enlargement. 

 

Keywords: Ternary Semigroup; Ideal; Quasi-Ideal; Bi-Ideal; -Ternary Semigroup; -Regular Semigroup; 

Sandwich Set; Enlargement.
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HYRJE 

Teoria e gjysmëgrupeve njihet si një ndër teoritë më të rëndësishme në algjebrën abstrakte e cila 

gjen zbatime të shumta kryesisht në shkencat kompjuterike e veçanërisht në Elektronikë. Termi 

"gjysmëgrup" u shfaq për herë të parë në literaturën matematike në librin e J. -A. de Séguiers, 

Éléments de la Théorie des Groupes Abstraits (Paris, 1904) dhe artikulli i parë mbi gjysmëgrupet 

u publikua nga L. E. Dickson në 1905 e megjithatë teoria e gjysmëgrupeve në të vërtetë nisi në 

1928 me botimin e një artikulli me rëndësi themelore nga A. K. Suschkeitsch.  

Në teorinë e gjysmëgrupeve një rëndësi të veçantë kanë nënstrukturat. Këtu përmendim 

nëngjysmëgrupin si nënstrukturë bazë e një gjysmëgrupi, idealin, kuazi-idealin dhe bi-idealin të 

cilat trajtohen gjerësisht në këtë punim. Qëllimi i këtij disertacioni është thellimi më tej në studimin 

e disa klasave gjysmëgrupesh si gjysmëgrupet ternare, -gjysmëgrupet ternare dhe -

gjysmëgrupet ternare të rregullt. 

Ky punim është i ndarë në katër kapituj. Në kapitullin e parë jepen disa koncepte elementare në 

lidhje me gjysmëgrupet ternare. Kapitulli është i ndarë në katër paragrafe. Në paragrafin e parë 

paraqiten disa përkufizime bazë si ai i gjysmëgrupit ternar, nëngjysmëgrupit ternar, pothuajse 

nëngjysmëgrupit ternar, njëshit dhe elementit idempotent. Gjithashtu paraqiten disa veti bazë të 

gjysmëgrupeve ternare. Në këtë paragraf tregohet që çdo gjysmëgrup i zakonshëm mund të 

shndërrohet në një gjysmëgrup ternar dhe që e anasjellta në përgjithësi nuk është e vërtëtë. 

Gjithashtu tregohet që bashkimi i dy pothuajse nëngjysmëgrupeve ternare është pothuajse 

nëngjysmëgrup ternar dhe që prerja e dy pothuajse nëngjysmëgrupeve ternare në përgjithësi nuk 

është pothuajse nëngjysmëgrup ternar. Në paragrafin e dytë paraqitet koncepti i idealit, pothuajse 

idealit dhe pothuajse idealit të brendshëm. Edhe këtu tregohet që bashkimi i dy pothuajse idealeve 

(pothuajse idealeve të brendshëm) është pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshëm) dhe që 

prerja e dy pothuajse idealeve (pothuajse idealeve të brendshëm) në përgjithësi nuk është pothuajse 

ideal (pothuajse ideal i brendshëm). Më tej tregohet që çdo shtrirje e pothuajse idealit (pothuajse 

idealit të brendshëm) është pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshëm). Në paragrafin e tretë 

jepen relacionet e Grinit ℒ, ℛ, ℋ, Ɗ, ℐ në gjysmëgrupet ternare. Në paragrafin e fundit trajtohen 

disa çështje të rëndësishme lidhur me gjysmëgrupet ternare të rregullt.
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Në kapitullin e dytë jepet koncepti i kuazi-idealit, kuazi-idealit minimal, pothuajse kuazi-idealit, 

bi-idealit dhe pothuajse bi-idealit në gjysmëgrupet ternare. Këtu trajtohen disa veti bazë të këtyre 

nënstrukturave. Tregohet që bashkimi i dy pothuajse kuazi-idealeve (pothuajse bi-idealeve) është 

pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal) dhe që prerja e dy pothuajse kuazi-idealeve (pothuajse 

bi-idealeve) në përgjithësi nuk është pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal). Gjithashtu tregohet 

edhe këtu që çdo shtrirje e pothuajse kuazi-idealit (pothuajse bi-idealit) është pothuajse kuazi-ideal 

(pothuajse bi-ideal). 

Kapitulli i tretë trajton disa karakterizime të rëndësishme të -gjysmëgrupeve ternare. Shumë 

koncepte dhe pohime të -gjysmëgrupeve shtrihen natyrshëm në -gjysmëgrupet ternare. Këtu 

trajtohen idealet, kuazi-idealet, bi-idealet, relacionet e grinit dhe kongruencat në -gjysmëgrupet 

ternare. 

Në kapitullin e fundit  paraqiten kuazi-idealet dhe renditja e pjesshme nё njё  −gjysmёgrup tё 

rregullt. Mё tej pёrcaktohet mbёshtjellёsja e njё  −gjysmёgrupi tё rregullt si dhe jepen disa veti 

bazё tё mbёshtjellёses. Gjithashtu në këtë pjesë të fundit ngrihen dhe disa probleme qё lindin 

natyrshëm në lidhje me mbështjellësen. 
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KAPITULLI  1 

KONCEPTE ELEMENTARE 

Nё pjesёn e parё tё kёtij kapitulli paraqiten disa koncepte bazё mbi gjysmёgrupet ternare. Njё 

gjysmёgrup ternar pёrkufizohet nё mёnyrё tё ngjashme me gjysmёgrupin e zakonshёm (binar) dhe 

vihet re qё shumё nocione dhe rezultate mbi gjysmёgrupet e zakonshёm shtrihen natyrshёm nё 

gjysmёgrupet ternare. 

1.1   PЁRKUFIZIME BAZЁ 

Njё operacion ternar nё njё bashkёsi 𝑆 ёshtё njё pasqyrim i 𝑆𝑥𝑆𝑥𝑆 nё 𝑆 ku 𝑆𝑥𝑆𝑥𝑆 ёshtё bashkёsia 

e tё gjitha tresheve tё radhitura me elementё nga 𝑆. Nёse pasqyrimi shёnohet ( ), imazhi nё 𝑆 i 

elementit (𝑎, 𝑏, 𝑐) tё 𝑆𝑥𝑆𝑥𝑆 (𝑎, 𝑏 dhe 𝑐 nё 𝑆) do tё shёnohet 𝑎 𝑏 𝑐. Ne shpesh do tё shёnojmё 𝑎𝑏𝑐 

nё vend tё 𝑎 𝑏 𝑐. 

Njё grupoid ёshtё njё sistem 𝑆( ) qё konsiston nё njё bashkёsi jo-boshe 𝑆 sё bashku me njё 

operacion ternar ( ) nё 𝑆. Ne shpesh do tё shkruajmё 𝑆 nё vend tё 𝑆( ) kur nuk ka ngatёrresa. 

Njё operacion i pjesshёm ternar nё njё bashkёsi 𝑆 ёshtё njё pasqyrim i njё nёnbashkёsie jo-boshe 

tё 𝑆𝑥𝑆𝑥𝑆 nё 𝑆. Me grupoid tё pjesshёm do tё kuptojmё njё sistem 𝑆( ) qё konsiston nё njё bashkёsi 

jo-boshe 𝑆 sё bashku me njё operacion tё pjesshёm ternar ( ) nё 𝑆. 

PЁRKUFIZIM  1.0. [1]   Njё gjysmёgrup ternar ёshtё njё bashkёsi jo-boshe 𝑆 sё bashku me njё 

operacion ternar i cili ka vetinё e shoqёrimit: 

(𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒 = 𝑎(𝑏𝑐𝑑)𝑒 = 𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) 

pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑,𝑒 nё 𝑆.  

Le tё japim tani disa shembuj gjysmёgrupesh ternare. 

SHEMBULL  1.1.   Bashkёsia e matricave katrore tё rendit tё dytё 𝑀2 =      
 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

   : 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 

janё nё 𝑅    ёshtё gjysmёgrup ternar nё lidhje me shumёzimin e matricave. 

SHEMBULL  1.2.   Bashkёsia e numrave realё 𝑅 ёshtё gjysmёgrup ternar nё lidhje me 

shumёzimin e numrave realё. 
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SHEMBULL  1.3.   Bashkёsia {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑐} ёshtё gjysmёgrup ternar nё lidhje me operacionin  tё 

pёrcaktuar  𝑥𝑦𝑧 = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 ku operacioni * pёrcaktohet me anё tё tabelёs:  

 

  

 

 

Çdo gjysmёgrup i zakonshёm mund tё reduktohet nё njё gjysmёgrup ternar. E anasjellta nё 

pёrgjithёsi nuk ёshtё e vёrtetё. Kёtё gjё e tregon shembulli mё poshtё. 

SHEMBULL  1.4. [21]   Bashkёsia {− 𝑖, 0, 𝑖} ёshtё gjysmёgrup ternar nё lidhje me shumёzimin e 

numrave kompleksё dhe nuk ёshtё gjysmёgrup binar nё lidhje me kёtё shumёzim. 

Le tё japim tani nocionin e nёngjysmёgrupit ternar i cili ёshtё i ngjashёm me atё tё 

nёngjysmёgrupit tё zakonshёm. 

PЁRKUFIZIM 1.5. [21]  Njё nёnbashkёsi jo-boshe 𝑇 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet 

nёngjysmёgrup ternar i 𝑆 nё qoftё se 𝑎 ∈ 𝑇, 𝑏 ∈ 𝑇 dhe 𝑐 ∈ 𝑇 sjellin 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑇. 

Mё poshtё paraqiten disa pohime tё ngjashme me ato te gjysmёgrupet e zakonshёm. 

POHIM  1.6.   Prerja e çdo bashkёsie nёngjysmёgrupesh ternare tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ose 

ёshtё boshe ose ёshtё nёngjysmёgrup ternar i S. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё (𝑇𝑖)𝑖 𝐼 njё bashkёsi çfarёdo jo˗boshe nёngjysmёgrupesh ternare tё 

gjysmёgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑎, 𝑏, 𝑐  ⋂ 𝑇𝑖𝑖 𝐼 . Qё kёtej 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑇𝑖 pёr çdo 𝑖 𝐼 dhe kёshtu 𝑎𝑏𝑐 𝑇𝑖 

pёr çdo 𝑖 𝐼. Kjo do tё thotё qё 𝑎𝑏𝑐 ⋂ 𝑇𝑖𝑖 𝐼 . 

POHIM  1.7.   Le tё jetё 𝐴 njё nёnbashkёsi jo˗boshe e gjysmёgrupit ternar 𝑆. Atёherё, prerja e tё 

gjithё nёngjysmёgrupeve ternare tё 𝑆 qё pёrmbajnё 𝐴 (vetё 𝑆 ёshtё njё i tillё) ёshtё nёngjysmёgrup 

* 𝑒   𝑎   𝑏   𝑐  

 𝑒 

𝑎 

𝑏 

𝑐 

 

e   a   b    c 

a   e   c    b 

b   c   e    a 

c   b   a    e 
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ternar < 𝐴 > i 𝑆 qё pёrmban 𝐴 dhe pёrmbahet nё çdo nёngjysmёgrup tjetёr ternar tё 𝑆 qё pёrmban 

𝐴.    

VЁRTETIM.   Le tё jetё (𝑇𝑖)𝑖 𝐼 njё bashkёsi çfarёdo nёngjysmёgrupesh ternare tё 𝑆 tё tillё qё 

𝐴   𝑇𝑖 pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼. Ёshtё e qartё qё 𝐴  ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈ 𝐼  dhe nga Pohimi 1.6 kemi qё  ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈ 𝐼  ёshtё 

gjithashtu nёngjysmёgrup ternar i 𝑆. Le tё jetё tani 𝑇 njё nёngjysmёgrup ternar çfarёdo i 𝑆 qё 

pёrmban 𝐴. Ёshtё e qartё qё 𝑇 = 𝑇𝑖0
 pёr ndonjё 𝑖0 ∈ 𝐼. Kёshtu ⋂ 𝑇𝑖   𝑇𝑖∈ 𝐼 . 

Nёngjysmёgrupi ternar < 𝐴 > quhet nёngjysmёgrup ternar i 𝑆 i gjeneruar nga 𝐴. Nё qoftё se  

< 𝐴 > = 𝑆 atёherё 𝐴 quhet bashkёsi gjeneratorёsh e 𝑆. 

Le tё japim tani nocionin e elementit tё thjeshtueshёm, gjysmёgrupit ternar ndёrrimtar dhe qendrёs 

sё njё gjysmёgrupi ternar. 

PЁRKUFIZIM  1.8. [2]   Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 quhet: 

(𝑖) majtas i thjeshtueshёm nё qoftё se 𝑎𝑏𝑥 = 𝑎𝑏𝑦 sjell 𝑥 = 𝑦 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 nё 𝑆 

(𝑖𝑖) djathtas i thjeshtueshёm nё qoftё se 𝑥𝑎𝑏 = 𝑦𝑎𝑏 sjell 𝑥 = 𝑦 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 nё 𝑆 

(𝑖𝑖𝑖) lateral i thjeshtueshёm nё qoftё se 𝑎𝑥𝑏 = 𝑎𝑦𝑏 sjell 𝑥 = 𝑦 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 nё 𝑆 

(𝑖𝑣) i thjeshtueshёm nё qoftё se 𝑆 ёshtё majtas, djathtas dhe lateral i thjeshtueshёm. 

PЁRKUFIZIM  1.9.   Tre elementё 𝑎, 𝑏 dhe 𝑐 tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 thuhet se pёrkёmbehen me 

njёri˗tjetrin nё qoftё se 𝑎𝑏𝑐 = 𝑏𝑐𝑎 = 𝑐𝑎𝑏 = 𝑏𝑎𝑐 = 𝑎𝑐𝑏 = 𝑐𝑏𝑎. Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 quhet 

ndёrrimtar nё qoftё se çdo tre elementё tё tij pёrkёmbehen me njёri˗tjetrin. 

PЁRKUFIZIM  1.10.  Njё element i gjysmёgrupit ternar 𝑆 i cili pёrkёmbehet me çdo dy elementё 

tё   tij quhet element qendror i 𝑆. Bashkёsia e tё gjithё elementёve qendrorё tё 𝑆 quhet qendёr e 𝑆 

dhe shёnohet 𝑍(𝑆). 

Pohimi mё poshtё tregon qё qendra e njё gjysmёgrupi ternar ёshtё nёngjysmёgrup ternar i tij. 

POHIM  1.11.    Qendra 𝑍(𝑆) e gjysmёgrupit ternar 𝑆 ose ёshtё boshe ose ёshtё nёngjysmёgrup 

ternar i 𝑆. 
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VЁRTETIM.   Supozojmё qё 𝑍(𝑆) ≠ ∅ dhe le tё jenё 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍(𝑆). Pёr çdo dy elementё 𝑥, 𝑦 ∈

𝑆, (𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦 = 𝑎𝑏(𝑐𝑥𝑦) = 𝑎𝑏(𝑥𝑐𝑦) = 𝑎𝑏(𝑥𝑦𝑐) = 𝑎(𝑏𝑥𝑦)𝑐 = 𝑎(𝑥𝑏𝑦)𝑐 = 𝑎(𝑥𝑦𝑏)𝑐 =

(𝑎𝑥𝑦)𝑏𝑐 = (𝑥𝑎𝑦)𝑏𝑐 = (𝑥𝑦𝑎)𝑏𝑐 = 𝑥𝑦(𝑎𝑏𝑐). Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet qё 𝑦(𝑎𝑏𝑐)𝑥 =

𝑥(𝑎𝑏𝑐)𝑦 = (𝑎𝑏𝑐)𝑦𝑥 = 𝑦𝑥(𝑎𝑏𝑐). Kёshtu 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑍(𝑆). 

Mё poshtё do shohim pёrkufizimin e njёshit dhe zeros sё njё gjysmёgrupi ternar. 

PЁRKUFIZIM  1.12. [2]    Njё element 𝑒 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet: 

(𝑖) njёsh i majtё i 𝑆 nё qoftё se 𝑒𝑒𝑎 = 𝑎 pёr çdo 𝑎 nё 𝑆 

(𝑖𝑖) njёsh i djathtё i 𝑆 nё qoftё se 𝑎𝑒𝑒 = 𝑎 pёr çdo 𝑎 nё 𝑆 

(𝑖𝑖𝑖) njёsh lateral i 𝑆 nё qoftё se 𝑒𝑎𝑒 = 𝑎 pёr çdo 𝑎 nё 𝑆 

(𝑖𝑣) njёsh i dyanshёm i 𝑆 nё qoftё se 𝑒 ёshtё njёsh i majtё dhe i djathtё i 𝑆 

(𝑣) njёsh i 𝑆 nё qoftё se 𝑒 ёshtё njёsh i majtё, i djathtё dhe lateral i 𝑆.   

PЁRKUFIZIM  1.13. [21]    Njё element 𝑧 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet zero e 𝑆 nё qoftё se 𝑧𝑎𝑏 =

𝑧𝑧𝑎 = 𝑧𝑎𝑧 = 𝑎𝑧𝑏 = 𝑎𝑏𝑧 = 𝑎𝑧𝑧 = 𝑧 pёr çdo 𝑎, 𝑏 nё 𝑆.  

Le tё japim tani njё shembull qё ilustron dy perkufizimet mё sipёr. 

SHEMBULL  1.14. [21]    Nё intervalin e mbyllur 𝐼 = [0, 1] pёrcaktojmё 𝑥𝑦𝑧 = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) ku 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐼. Tё tregojmё qё 0 ёshtё elementi zero dhe 1 ёshtё njёshi i 𝐼. Pёr çdo 𝑥 ∈ 𝐼, 1𝑥𝑥 =

𝑚𝑖𝑛{1, 𝑥, 𝑥} = 𝑥, 𝑥1𝑥 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 1, 𝑥} = 𝑥, 𝑥𝑥1 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 𝑥, 1} = 𝑥, 11𝑥 = 𝑚𝑖𝑛{1,1, 𝑥} = 𝑥,

1𝑥1 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑥, 1} = 𝑥 dhe 1𝑥𝑥 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑥, 𝑥} = 𝑥. Gjithashtu, pёr çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 kemi qё 0𝑥𝑦 =

𝑚𝑖𝑛{0, 𝑥, 𝑦} = 0, 𝑥0𝑦 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 0, 𝑦} = 0, 𝑥𝑦0 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 𝑦, 0} = 0, 𝑥00 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 0,0} = 0,

0𝑥0 = 𝑚𝑖𝑛{0, 𝑥, 0} = 0 dhe 𝑥00 = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 0,0} = 0. 

POHIM  1.15. [21]   Le tё jetё 𝑋 njё bashkёsi çfarёdo dhe (𝑜) njё operacion ternar nё 𝑋 i tillё qё  

𝑥 𝑜 𝑦 𝑜 𝑧 = 𝑧 pёr çdo 𝑥, 𝑦, 𝑧 nё 𝑋. Atёherё 𝑋 ёshtё gjysmёgrup ternar nё lidhje me operacionin 

(𝑜). 

VЁRTETIM.  (𝑥 𝑜 𝑦 𝑜 𝑧) 𝑜 𝑢 𝑜 𝑤 = 𝑧 𝑜 𝑢 𝑜 𝑤 = 𝑤, 𝑥 𝑜 (𝑦 𝑜 𝑧 𝑜 𝑢) 𝑜 𝑤 = 𝑥 𝑜 𝑢 𝑜 𝑤 = 𝑤 dhe 

𝑥 𝑜 𝑦 𝑜 (𝑧  𝑜 𝑢 𝑜 𝑤) = 𝑥 𝑜 𝑦 𝑜 𝑤 = 𝑤 pёr ҫdo 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑤 nё 𝑋. 
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Gjysmёgrupi ternar 𝑋(𝑜) quhet zero gjysmёgrup ternar i djathtё nё 𝑋. 

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.16. [21]    Le tё jetё 𝑋 njё bashkёsi çfarёdo dhe (∗) njё operacion ternar nё 𝑋 i tillё 

qё  𝑥 ∗ 𝑦 ∗  𝑧 = 𝑥 pёr çdo 𝑥, 𝑦, 𝑧 nё 𝑋. Atёherё 𝑋 ёshtё gjysmёgrup ternar nё lidhje me 

operacionin (∗). 

Gjysmёgrupi ternar 𝑋(∗) quhet zero gjysmёgrup ternar i majtё nё 𝑋. 

PЁRKUFIZIM 1.17.  Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 me elementin zero 0 quhet zero ose nul gjysmёgrup 

ternar nё qoftё se 𝑎𝑏𝑐 = 0 pёr çdo 𝑎, 𝑏 dhe 𝑐 nё 𝑆. 

POHIM  1.18. [21]   Le tё jetё 𝑆 njё zero gjysmёgrup ternar i majtё. Atёherё 𝑆 ёshtё djathtas i 

thjeshtueshёm. 

VЁRTETIM.  Le tё jenё 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 nё 𝑆 tё tillё qё 𝑥𝑎𝑏 = 𝑦𝑎𝑏. Meqenёse 𝑆 ёshtё zero gjysmёgrup 

ternar i majtё 𝑥𝑎𝑏 = 𝑥 dhe 𝑦𝑎𝑏 = 𝑦. Kёshtu 𝑥 = 𝑦. 

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi:  

POHIM  1.19. [21]   Le tё jetё 𝑆 njё zero gjysmёgrup ternar i djathtё. Atёherё 𝑆 ёshtё majtas i 

thjeshtueshёm. 

Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar çfarёdo dhe 1 njё element i fiksuar i 𝑆. E shtrijmё operacionin 

ternar tё 𝑆 nё 𝑆 ∪ 1 duke pёrcaktuar 111 = 1 dhe 11𝑎 = 1𝑎1 = 𝑎11 = 𝑎 pёr çdo 𝑎 nё 𝑆. Nё kёtё 

mёnyrё 𝑆 i kemi atashuar njёshin 1. Nё mёnyrё tё ngjashme 𝑆 i atashojmё elementin zero 0 duke 

pёrcaktuar 000 = 0𝑎𝑏 = 𝑎0𝑏 = 𝑎𝑏0 = 0 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 nё 𝑆. Kёshtu kemi shёnimet:   

     𝑆1 =     𝑆            nqs 𝑆 ka njёsh                 𝑆0 =     𝑆           nqs 𝑆 ka zero 

                  𝑆 ∪ 1      ndryshe                                        𝑆 ∪ 0     ndryshe . 

PЁRKUFIZIM  1.20. [21]   Njё element 𝑒 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet idempotent nё qoftё se 

𝑒𝑒𝑒 = 𝑒. Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 quhet idempotent nё qoftё se çdo element i tij ёshtё idempotent.  

Ёshtё e qartё qё zeroja ёshtё njё element idempotent. E anasjellta nё pёrgjithёsi nuk ёshtё e vёrtetё. 
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Bashkёsitё {0}, {1} dhe {𝑒} ku 𝑒 ёshtё idempotent, janё nёngjysmёgrupe ternare tё 𝑆. 

POHIM  1.21. [21]   Le tё jetё 𝑒 njё element idempotent i gjysmёgrupit ternar 𝑆 majtas tё 

thjeshtueshёm. Atёherё 𝑒 ёshtё njёsh i majtё i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑒𝑒𝑎 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑎 dhe meqenёse 𝑆 ёshtё majtas i thjeshtueshёm kemi 

qё 𝑎 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑎 dhe meqenёse 𝑒𝑒𝑒 = 𝑒 rrjedh qё 𝑎 = 𝑒𝑒𝑎.  

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.22. [21]   Le tё jetё 𝑒 njё element idempotent i gjysmёgrupit ternar 𝑆 djathtas tё 

thjeshtueshёm. Atёherё 𝑒 ёshtё njёsh i djathtё i 𝑆. 

PЁRKUFIZIM  1.23. [1]   Njё gjysmёgrup ternar 𝐺 quhet grup nё qoftё se pёr çdo tre elementё 

tё dhёnё 𝑎, 𝑏 dhe 𝑐 tё 𝐺, ekzistojnё elementёt e vetёm 𝑥, 𝑦 dhe 𝑧 tё 𝐺 tё tillё qё 𝑎𝑏𝑥 = 𝑐, 𝑎𝑦𝑏 = 𝑐 

dhe 𝑧𝑎𝑏 = 𝑐. 

Nё qoftё se 𝐺 ёshtё njё grup, atёherё 𝐺0 = 𝐺 ∪ {0} ёshtё gjysmёgrup. Ne do ta quajmё 

gjysmёgrupin e formuar nё kёtё mёnyrё 0 −grup ose grup-me-zero. 

POHIM  1.24.   Njё gjysmёgrup me zero ёshtё 0 −grup vetёm atёherё kur  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆\{0}, 𝑎𝑏𝑆 =

𝑆, 𝑎𝑆𝑏 = 𝑆 dhe 𝑆𝑎𝑏 = 𝑆.   

VЁRTETIM.   Sё pari supozojmё qё 𝑆 = 𝐺0 ёshtё njё 0 −grup dhe le tё jenё 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 = 𝑆\{0}. 

Ёshtё e qartё qё 𝑎𝑏𝑆 = 𝑆, 𝑎𝑆𝑏 = 𝑆 dhe 𝑆𝑎𝑏 = 𝑆. Meqenёse 𝑎𝑏𝑆 = 𝑎𝑏𝐺 ∪ {0}, 𝑎𝑆𝑏 = 𝑎𝐺𝑏 ∪ {0} 

dhe 𝑆𝑎𝑏 = 𝐺𝑎𝑏 ∪ {0} rrjedh qё 𝑎𝑏𝑆 = 𝑆, 𝑎𝑆𝑏 = 𝑆 dhe 𝑆𝑎𝑏 = 𝑆. 

Anasjelltas, supozojmё qё 𝑆 ka vetinё e dhёnё dhe le tё jetё 𝐺 = 𝑆\{0}. Meqenёse nga kushti 𝑆 ka 

mё shumё se tre elementё, kemi qё 𝐺 ≠ ∅. Pёr tё treguar qё 𝐺 ёshtё grup duhet tё tregojmё sё pari 

qё 𝐺 ёshtё e mbyllur nё lidhje me shumёzimin. Kёshtu, supozojmё tё kundёrtёn qё ekzistojnё 

𝑎, 𝑏, 𝑐 nё 𝐺 tё tillё qё 𝑎𝑏𝑐 = 0. Atёherё 𝑆3 = (𝑆𝑎𝑏)(𝑐𝑎𝑆)𝑆 = 𝑆(𝑎𝑏𝑐)𝑎𝑆𝑆 = 𝑆0𝑎𝑆𝑆 = {0} dhe 

kёshtu 𝑆 = 𝑎𝑏𝑆 𝑆3 = {0}. Ky ёshtё njё kontradiksion dhe kёshtu 𝐺 ka vetinё e dёshiruar tё 

mbylljes. Vetia e supozuar implikon qё pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 nё 𝐺 ekzistojnё 𝑥, 𝑦, 𝑧 nё 𝐺 tё tillё qё 𝑎𝑏𝑥 =

𝑐, 𝑎𝑦𝑏 = 𝑐 dhe 𝑧𝑎𝑏 = 𝑐. Kёshtu 𝐺 ёshtё grup. 
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PЁRKUFIZIM  1.25. [2]    Njё element 𝑎 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet i invertueshёm nё qoftё 

se ekziston njё element 𝑏 nё 𝑆 i tillё qё 𝑎𝑏𝑥 = 𝑏𝑎𝑥 = 𝑥𝑎𝑏 = 𝑥𝑏𝑎 = 𝑥 pёr çdo 𝑥 nё 𝑆.   

PЁRKUFIZIM  1.26.   Njё nёngjysmёgrup ternar 𝑇 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet nёngrup i 𝑆 nё 

qoftё se 𝑇 ёshtё grup nё lidhje me operacionin ternar tё pёrcaktuar nё 𝑆. 

Pёrkufizimi 1.26 ёshtё ekuivalent me atё qё 𝑇 ёshtё nёngrup ternar i 𝑆 i tillё qё nё qoftё se pёr 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑇 ekzistojnё elementёt e vetёm 𝑥, 𝑦, 𝑧 nё 𝑇 tё tillё qё 𝑎𝑏𝑥 = 𝑎𝑦𝑏 = 𝑧𝑎𝑏 = 𝑐. 

Nё qoftё se 𝐴, 𝐵 dhe 𝐶 janё nёnbashkёsi tё gjysmёgrupit ternar 𝑆, atёherё me bashkёsi prodhim 

𝐴𝐵𝐶 tё 𝐴, 𝐵 dhe 𝐶 do tё kuptojmё bashkёsinё e tё gjithё elementёve 𝑎𝑏𝑐 tё 𝑆 me 𝑎 nё 𝐴, 𝑏 nё 𝐵 

dhe 𝑐 nё 𝐶. Nё qoftё se 𝐴 = {𝑎} ne gjithashtu do tё shkruajmё 𝐴𝐵𝐶 si 𝑎𝐵𝐶 dhe nё mёnyrё tё 

ngjashme 𝐴𝑏𝐶 nё qoftё se 𝐵 = {𝑏}, 𝐴𝐵𝑐 nё qoftё se 𝐶 = {𝑐}. Kёshtu 𝐴𝐵𝐶 = ∪ {𝑎𝐵𝐶: 𝑎 ∈ 𝐴} =

∪ {𝐴𝑏𝐶: 𝑏 ∈ 𝐵} = ∪ {𝐴𝐵𝑐: 𝑐 ∈ 𝐶}. Ёshtё e lehtё tё tregohet qё pёr tё gjitha nёnbashkёsitё 

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 tё 𝑆 kemi qё (𝐴𝐵𝐶)𝐷𝐸 = 𝐴(𝐵𝐶𝐷)𝐸 = 𝐴𝐵(𝐶𝐷𝐸); kёshtu qё 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 ka kuptim. 

Gjithashtu 𝐴3 ёshtё bashkёsia e tё gjithё elementёve 𝑎1𝑎2𝑎3 ku 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝐴. 

PЁRKUFIZIM  1.27.   Njё nёnbashkёsi 𝐴 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet pothuajse nёngjysmёgrup 

ternar i 𝑆 nё qoftё se 𝐴3 ∩ 𝐴 ≠ ∅. 

Le tё jetё 𝐴 njё nёngjysmёgrup ternar i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Atёherё 𝐴3 𝐴. Kjo tregon qё 𝐴3 ∩

𝐴 ≠ ∅ dhe kёshtu 𝐴 ёshtё pothuajse nёngjysmёgrup ternar i 𝑆.  

SHEMBULL  1.28.    Konsiderojmё gjysmёgrupin ternar (𝑁, ·).  Le tё jenё 𝐴 = {2, 8} dhe 𝐵 =

{8, 512}. Ёshtё e qartё qё 𝐴 dhe 𝐵 janё pothuajse nёngjysmёgrupe ternare por nuk janё 

nёngjysmёgrupe ternare tё 𝑁. Gjithashtu 𝐴 ∩ 𝐵 = {8} nuk ёshtё pothuajse nёngjysmёgrup ternar 

i 𝑁. 

Nga shembulli mё sipёr marrim konkluzionet si mё poshtё: 

(1)   Ҫdo pothuajse nёngjysmёgrup ternar i gjysmёgrupit ternar 𝑆 mund tё mos jetё nёngjysmёgrup 

ternar i 𝑆 

(2)  Prerja e pothuajse nёngjysmёgrupeve ternare tё njё gjysmёgrupi ternar 𝑆 mund tё mos jetё 

pothuajse nёngjysmёgrup ternar i 𝑆. 
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TEOREMЁ  1.29.   Le tё jenё 𝐴 dhe 𝐵 dy nёnbashkёsi joboshe tё njё gjysmёgrupi ternar 𝑆 tё tillё 

qё 𝐴 𝐵. Nё qoftё se 𝐴 ёshtё pothuajse nёngjysmёgrup ternar i 𝑆 atёherё 𝐵 ёshtё gjithashtu 

pothuajse nёngjysmёgrup ternar i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Supozojmё qё 𝐴 ёshtё pothuajse nёngjysmёgrup ternar i 𝑆. Kёshtu 𝐴3 ∩ 𝐴 ≠ ∅ 

dhe 𝐴3 ∩ 𝐴 𝐵3 ∩ 𝐵 sepse 𝐴 𝐵. Kjo tregon qё  𝐵3 ∩ 𝐵 ≠ ∅ gjё qё pёrfundon vёrtetimin. 

RRJEDHIM  1.30.   Bashkimi i pothuajse nёngjysmёgrupeve ternare tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 

ёshtё gjithashtu pothuajse nёngjysmёgrup ternar i 𝑆. 

POHIM  1.31.   Le tё jetё 𝑎 njё element çfarёdo i gjysmёgrupit ternar 𝑆. 

(1)   Nё qoftё se 𝑎 ёshtё njё element idempotent, atёherё {𝑎} ёshtё pothuajse nёngjysmёgrup ternar 

i 𝑆. 

(2)   {𝑎, 𝑎3} ёshtё pothuajse nёngjysmёgrup ternar i 𝑆. 

TEOREMЁ  1.32.   Ҫdo gjysmёgrup ternar 𝑆 i tillё qё |𝑆| > 1 ka njё pothuajse nёngjysmёgrup 

ternar tё mirёfilltё. 

VЁRTETIM   Supozojmё qё 𝑆 nuk ka pothuajse nёngjysmёgrupe ternare tё mirёfilltё. Kёshtu 𝑆 

nuk ka idempotentё nga Pohimi 1.31 (1). Nga Pohimi 1.31 (2) marrim qё 𝑆 pёrmban vetёm tre 

elementё tё themi 𝑆 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Meqenёse 𝑆 nuk ka idempotentё 𝑎3 = 𝑏 ose 𝑎3 = 𝑐, 𝑏3 = 𝑎 ose 

𝑏3 = 𝑐 dhe 𝑐3 = 𝑎 ose 𝑐3 = 𝑏. Konsiderojmё 𝑎𝑏𝑐 = 𝑎𝑎3𝑎3 = 𝑎3𝑎3𝑎 = 𝑐𝑏𝑎. Nё qoftё se 𝑎𝑏𝑐 =

𝑎 atёherё 𝑎 = 𝑏3 = 𝑎3𝑏𝑐 = 𝑎3. Nё mёnyrё tё ngjashme, nё qoftё se 𝑎𝑏𝑐 = 𝑏 marrim 𝑏 = 𝑏3 dhe 

nё qoftё se 𝑎𝑏𝑐 = 𝑐 kemi 𝑐 = 𝑐3 tё cilat pёrbёjnё njё kontradiksion . Kёshtu, 𝑆 ka pothuajse 

nёngjysmёgrupe tё mirёfillta.                    

PЁRKUFIZIM  1.33. [21]    Le tё jenё 𝑆1 dhe 𝑆2 dy gjysmёgrupe ternare. Pasqyrimi 𝑓: 𝑆1 → 𝑆2 

quhet homomorfizёm nё qoftё se 𝑓(𝑎𝑏𝑐) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)𝑓(𝑐). 

1.2   IDEALET  NЁ  GJYSMЁGRUPET  TERNARE 

Nё kёtё pjesё do paraqesim kuptimin e idealit nё gjysmёgrupet ternare si dhe disa rezultate tё 

rёndёsishme lidhur me to. 
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PЁRKUFIZIM  1.34.  [1]   Njё nёnbashkёsi jo-boshe 𝐴 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet: 

(𝑖) ideal i majtё i 𝑆 nё qoftё se 𝑆𝑆𝐴  𝐴  

(𝑖𝑖) ideal i djathtё i 𝑆 nё qoftё se 𝐴𝑆𝑆  𝐴    

(𝑖𝑖𝑖) ideal lateral i 𝑆 nё qoftё se 𝑆𝐴𝑆  𝐴  

(𝑖𝑣) ideal i dyanshёm i 𝑆 nё qoftё se 𝐴 ёshtё ideal i majtё dhe i djathtё i 𝑆 

(𝑣) ideal i 𝑆 nё qoftё se 𝐴 ёshtё ideal i majtё, i djathtё dhe lateral i 𝑆.   

POHIM  1.35.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar pa zero 0. Atёherё, prerja e njё bashkёsie 

çfarёdo idealesh tё majtё tё 𝑆 ose ёshtё boshe ose ёshtё ideal i majtё i 𝑆. 

VЁRTETIM. Le tё jetё (𝐿𝑖)𝑖∈𝐼 njё bashkёsi çfarёdo jo˗boshe idealesh tё majtё tё 𝑆. Pёr çdo 𝑎 ∈

⋂ 𝐿𝑖𝑖∈𝐼  dhe 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 kemi qё 𝑎 ∈ 𝐿𝑖 pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼. Kёshtu 𝑠1𝑠2𝑎 ∈ 𝐿𝑖 pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼. Qё 

nga 𝑠1𝑠2𝑎 ∈ ⋂ 𝐿𝑖𝑖∈𝐼 . 

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.36.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar pa zero 0. Atёherё, prerja e njё bashkёsie 

çfarёdo idealesh tё djathtё [ lateralё ] tё 𝑆 ose ёshtё boshe ose ёshtё ideal i djathtё [ lateral ] i 𝑆. 

POHIM  1.37.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar me zero 0. Atёherё, bashkёsia {0} ёshtё ideal i 

𝑆.  

VЁRTETIM.  Pёr çdo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑎𝑏0 = 0 ∈ {0}. Kjo tregon qё {0} ёshtё ideal i majtё i 𝑆. 

Gjithashtu 𝑎0𝑏 = 0 ∈ {0} qё tregon se {0} ёshtё ideal lateral i 𝑆. Nga ana tjetёr 0𝑎𝑏 = 0 ∈ {0} qё 

do tё thotё se {0} ёshtё ideal i djathtё i 𝑆. 

Ideali {0} quhet ideali zero i 𝑆.  

PЁRKUFIZIM  1.38. [21]    Njё ideal 𝐼 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 me zero 0 quhet i mirёfilltё nё 

qoftё se 𝐼 ≠ {0} dhe 𝐼 ≠ 𝑆.   

Idealet {0} dhe vetё 𝑆 ( 𝑆 ёshtё ideal i vetvetes )  quhen ideale jo tё mirёfillta tё 𝑆.  

PЁRKUFIZIM  1.39. [21]  Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 quhet: 
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(𝑖) majtas i thjeshtё nё qoftё se 𝑆 nuk ka ideale tё majtё tё mirёfilltё 

(𝑖𝑖) djathtas i thjeshtё nё qoftё se 𝑆 nuk ka ideale tё djathtё tё mirёfilltё 

(𝑖𝑖𝑖) lateral i thjeshtё nё qoftё se 𝑆 nuk ka ideale lateralё tё mirёfilltё 

(𝑖𝑣) i thjeshtё nё qoftё se 𝑆 nuk ka ideale tё mirёfilltё.     

Duket qartё se çdo ideal i majtё [i djathtё, lateral, i dyanshёm, ideal] i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё 

nёngjysmёgrup ternar i 𝑆. 

POHIM  1.40.  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar me zero 0. Atёherё, çdo ideal i majtё i 𝑆 e 

pёrmban 0. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝐿 njё ideal i majtё çfarёdo i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Atёherё, pёr çdo 𝑎 ∈

𝐿 dhe 𝑠 ∈ 𝑆 kemi qё 0 = 𝑠0𝑎 = 0𝑠𝑎 = 00𝑎 ∈ 𝐿.  

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.41.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar me zero 0. Atёherё, çdo ideal i djathtё [ lateral 

] i 𝑆 e pёrmban 0.    

POHIM  1.42.  [21]    Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Atёherё, 𝑆𝑆𝑎 ёshtё ideal i majtё i 𝑆, pёr 

çdo 𝑎 nё 𝑆. 

VЁRTETIM.   Pёr çdo 𝑥, 𝑦, 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆  kemi qё 𝑠1𝑠2(𝑥𝑦𝑎) = (𝑠1𝑠2𝑥)𝑦𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑎.  

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.43. [21]  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Atёherё, 𝑎𝑆𝑆 ёshtё ideal i majtё i 𝑆, pёr 

çdo 𝑎 nё 𝑆. 

POHIM  1.44.  [21]  Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 ёshtё majtas i thjeshtё vetёm atёherё kur 𝑆𝑆𝑎 = 𝑆 

pёr çdo 𝑎 nё 𝑆.  

VЁRTETIM.   Pёr çdo 𝑎 nё 𝑆, 𝑆𝑆𝑎  𝑆. Nga Pohimi 1.42 kemi qё 𝑆𝑆𝑎 ёshtё ideal i majtё i 𝑆 dhe 

meqenёse 𝑆 ёshtё majtas i thjeshtё kemi qё 𝑆𝑆𝑎 = 𝑆. 
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Anasjelltas, le tё jetё 𝐿 njё ideal i majtё i 𝑆. Pёr çdo 𝑎 ∈ 𝐿 kemi 𝑆𝑆𝑎 = 𝐿. Qё kёtej, pёr çdo 𝑥 ∈

𝑆, 𝑥 = 𝑏𝑐𝑎 ku 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 dhe meqenёse 𝐿 ёshtё ideal i majtё i 𝑆 kemi qё 𝑥 ∈ 𝐿. Kёshtu 𝑆  𝐿. Nga 

ana tjetёr ёshtё e qartё qё 𝐿  𝑆. Kёshtu 𝐿 = 𝑆.   

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.45. [21]  Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 ёshtё djathtas i thjeshtё vetёm atёherё kur 𝑎𝑆𝑆 = 𝑆 

pёr çdo 𝑎 nё 𝑆.     

POHIM  1.46.   Pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑆𝑎𝑆 ёshtё ideal i dyanshёm i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Pёr çdo 𝑎, 𝑥, 𝑦, 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 kemi qё 𝑠1𝑠2(𝑥𝑎𝑦) = (𝑠1𝑠2𝑥)𝑎𝑦 ∈ 𝑆𝑎𝑆. Kjo tregon qё 

𝑆𝑎𝑆 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. Nga ana tjetёr (𝑥𝑎𝑦)𝑠1𝑠2 = 𝑥𝑎(𝑦𝑠1𝑠2) ∈ 𝑆𝑎𝑆 qё nga 𝑆𝑎𝑆 ёshtё ideal 

i djathtё i 𝑆.   

Nё qoftё se 𝐴 ёshtё njё nёnbashkёsi jo˗boshe e gjysmёgrupit ternar 𝑆, prerja e tё gjithё idealeve tё 

majtё  tё djathtё, lateralё  tё 𝑆 qё pёrmbajnё 𝐴 ( vetё 𝑆 ёshtё njё i tillё ) ёshtё ideal i majtё  i 

djathtё, lateral  i 𝑆 qё pёrmban 𝐴 dhe pёrmbahet nё çdo ideal tё majtё  tё djathtё, lateral  tё 𝑆 qё 

pёrmban 𝐴. 

PЁRKUFIZIM  1.47.  [1]    Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar dhe 𝐴 njё nёnbashkёsi jo-boshe e 

𝑆. 

(𝑖) 𝐴 ∪ 𝑆𝑆𝐴 quhet ideal i majtё i 𝑆 i gjeneruar nga 𝐴 

(𝑖𝑖) 𝐴 ∪ 𝐴𝑆𝑆 quhet ideal i djathtё i 𝑆 i gjeneruar nga 𝐴 

(𝑖𝑖𝑖) 𝐴 ∪ 𝑆𝐴𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝐴𝑆𝑆 quhet ideal lateral i 𝑆 i gjeneruar nga 𝐴 

(𝑖𝑣) 𝐴 ∪ 𝑆𝑆𝐴 ∪ 𝐴𝑆𝑆 ∪ 𝑆𝐴𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝐴𝑆𝑆 quhet ideal i 𝑆 i gjeneruar nga 𝐴.           

Nё qoftё se 𝐴 konsiston vetёm nё njё element 𝑎, atёherё do tё quajmё (𝑎)𝑙 = 𝑎 ∪ 𝑆𝑆𝑎, (𝑎)𝑟 = 𝑎 ∪

𝑎𝑆𝑆, (𝑎)𝑚 = 𝑎 ∪ 𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆 dhe (𝑎) = 𝑎 ∪ 𝑆𝑆𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 ∪ 𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆 ideal kryesor i majtё, i 

djathtё, lateral dhe ideal kryesor i gjeneruar nga 𝑎.  

POHIM  1.48. [21]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Atёherё, pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆, (𝑎)𝑟𝑆𝑆 = 𝑎𝑆𝑆 

dhe 𝑆𝑆(𝑎)𝑙 = 𝑆𝑆𝑎. 
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VЁRTETIM.   Tё tregojmё fillimisht qё (𝑎)𝑟𝑆𝑆 = 𝑎𝑆𝑆. Ёshtё e qartё qё 𝑎𝑆𝑆  (𝑎)𝑟𝑆𝑆, pёr çdo 

𝑎 ∈ S. Le tё jetё tani 𝑥 ∈ (𝑎)𝑟, 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. Nё qoftё se 𝑥 = 𝑎 atёherё 𝑥𝑠1𝑠2 = 𝑎𝑠1𝑠2 ∈ 𝑎𝑆𝑆. Nё 

qoftё se 𝑥 ∈ 𝑎𝑆𝑆, 𝑥 = 𝑎𝑠3𝑠4 ku 𝑠3, 𝑠4 ∈ 𝑆. Atёherё 𝑥𝑠1𝑠2 = (𝑎𝑠3𝑠4)𝑠1𝑠2 = 𝑎𝑠3(𝑠4𝑠1𝑠2) ∈ 𝑎𝑆𝑆. 

Kёshtu (𝑎)𝑟𝑆𝑆 = 𝑎𝑆𝑆. Le tё tregojmё tani qё 𝑆𝑆(𝑎)𝑙 = 𝑆𝑆𝑎. Ёshtё e qartё qё 𝑆𝑆𝑎  𝑆𝑆(𝑎)𝑙. Le 

tё jenё 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 dhe 𝑥 ∈ (𝑎)𝑙.Nё qoftё se 𝑥 = 𝑎, 𝑠1𝑠2𝑥 = 𝑠1𝑠2𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑎. Nё qoftё se 𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝑎, 𝑥 =

𝑠3𝑠4𝑎ku𝑠3, 𝑠4 ∈ 𝑆.Atёherё 𝑠1𝑠2𝑥 = 𝑠1𝑠2(𝑠3𝑠4𝑎) = (𝑠1𝑠2𝑠3)𝑠4𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑎.Kёshtu 

dhe 𝑆𝑆(𝑎)𝑙  𝑆𝑆𝑎. 

POHIM  1.49.  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Atёherё, bashkimi i njё bashkёsie çfarёdo 

idealesh tё majtё tё 𝑆 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё (𝐿𝑖)𝑖∈𝐼 njё bashkёsi çfarёdo idealesh tё majtё tё 𝑆. Pёr çdo 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆  dhe 

pёr çdo 𝑎 ∈ ⋃ 𝐿𝑖𝑖∈𝐼 , 𝑎 ∈ 𝐿𝑖0
 pёr ndonjё 𝑖0 ∈ 𝐼. Kёshtu 𝑠1𝑠2𝑎 ∈ 𝐿𝑖0

 sepse 𝐿𝑖0
 ёshtё ideal i majtё i 

𝑆. Nga ana tjetёr 𝐿𝑖0
  ⋃ 𝐿𝑖𝑖∈𝐼  . Kёshtu 𝑠1𝑠2𝑎 ∈ ⋃ 𝐿𝑖𝑖∈𝐼 . 

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.50.  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Atёherё, bashkimi i njё bashkёsie çfarёdo 

idealesh tё djathtё [ lateralё ] tё 𝑆 ёshtё ideal i djathtё [ lateral ] i 𝑆. 

POHIM  1.51. [21]  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar, 𝐿 njё ideal i majtё i 𝑆 dhe 𝑋 njё 

nёnbashkёsi jo˗boshe e 𝑆. Atёherё 𝐿𝑋𝑋 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. 

VЁRTETIM. Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝐿, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 dhe 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. Atёherё 𝑠1𝑠2(𝑎𝑥1𝑥2) = (𝑠1𝑠2𝑎)𝑥1𝑥2 ∈

𝐿𝑋𝑋 sepse 𝑠1𝑠2𝑎 ∈ 𝐿 meqenёse 𝐿 ёshtё ideal i majtё i 𝑆.  

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi: 

POHIM  1.52. [21]  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar, 𝑅 njё ideal i djathtё i 𝑆 dhe 𝑋 njё 

nёnbashkёsi jo˗boshe e 𝑆. Atёherё 𝑋𝑋𝑅 ёshtё ideal i djathtё i 𝑆.  

POHIM  1.53.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar, 𝐿 njё ideal i majtё i 𝑆, 𝑅 njё ideal i djathtё i 𝑆 

dhe 𝑀 njё ideal lateral i 𝑆. Atёherё 𝐿𝑀𝑅 ёshtё ideal i dyanshёm i 𝑆. Pёr mё tepёr 𝑅𝑀𝐿  𝑅 ∩

𝑀 ∩ 𝐿.   
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VЁRTETIM. Le tё jenё 𝑎 ∈ 𝐿, 𝑏 ∈ 𝑀, 𝑐 ∈ 𝑅 dhe 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. Atёherё 𝑠1𝑠2(𝑎𝑏𝑐) = (𝑠1𝑠2𝑎)𝑏𝑐 ∈

𝐿𝑀𝑅 sepse 𝑠1𝑠2𝑎 ∈ 𝐿 meqenёse 𝐿 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. Kёshtu 𝐿𝑀𝑅 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. 

Gjithashtu (𝑎𝑏𝑐)𝑠1𝑠2 = 𝑎𝑏(𝑐𝑠1𝑠2) ∈ 𝐿𝑀𝑅 sepse 𝑐𝑠1𝑠2 ∈ 𝑅 meqenёse 𝑅 ёshtё ideal i djathtё i 𝑆. 

Kёshtu 𝐿𝑀𝑅 ёshtё ideal i djathtё i 𝑆. Tё tregojmё tani qё 𝑅𝑀𝐿   𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. Le tё jenё 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈

𝑀 dhe 𝑐 ∈ 𝐿. Atёherё 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑅 sepse 𝑅 ёshtё ideal i djathtё i 𝑆. Gjithashtu 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑀 sepse 𝑀 ёshtё 

ideal lateral i 𝑆. Nga ana tjetёr 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐿 sepse 𝐿 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. Kjo do tё thotё qё 𝑎𝑏𝑐 ∈

𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. 

POHIM  1.54. [21]  Le tё jetё 𝐴 njё ideal i dyanshёm i gjysmёgrupit ternar 𝑆 dhe 𝐵 njё ideal i 

dyanshёm i 𝐴 i tillё qё 𝐵3 = 𝐵. Atёherё 𝐵 ёshtё ideal i dyanshёm i 𝑆 

VЁRTETIM.   Meqenёse 𝐵3 = 𝐵 kemi 𝑆𝑆𝐵 = 𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵  𝑆𝑆𝐴𝐴𝐵  𝐴𝐴𝐵  𝐵 gjё qё tregon qё 𝐵 

ёshtё ideal i majtё i 𝑆. Gjithashtu 𝐵𝑆𝑆 = 𝐵𝐵𝐵𝑆𝑆  𝐵𝐴𝐴𝑆𝑆  𝐵𝐴𝐴  𝐵 gjё qё tregon qё 𝐵 ёshtё 

ideal i djathtё i 𝑆.  

PЁRKUFIZIM  1.55.  [1]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё ideal 𝐼 i 𝑆 quhet: 

(𝑖) ideal fortёsisht jo i reduktueshёm nё qoftё se 𝐼1 ∩ 𝐼2  𝐼 sjell qё 𝐼1  𝐼 ose 𝐼2  𝐼 

(𝑖𝑖) ideal dobёt jo i reduktueshёm nё qoftё se 𝐼1 ∩ 𝐼2 = 𝐼 sjell qё 𝐼1 = 𝐼 ose 𝐼2 = 𝐼 

pёr çdo dy ideale 𝐼1 dhe 𝐼2 tё 𝑆. 

PЁRKUFIZIM  1.56.  [1]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё ideal 𝑃 i 𝑆 quhet: 

(𝑖) ideal prim nё qoftё se 𝐼1𝐼2𝐼3  𝑃 sjell qё 𝐼1  𝑃 ose 𝐼2  𝑃 ose 𝐼3  𝑃 pёr çdo tre ideale 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 

tё 𝑆 

(𝑖𝑖) ideal plotёsisht prim nё qoftё se 𝑥𝑦𝑧 ∈ 𝑃 sjell qё 𝑥 ∈ 𝑃 ose 𝑦 ∈ 𝑃 ose 𝑧 ∈ 𝑃 pёr çdo tre 

elementё 𝑥, 𝑦, 𝑧 tё 𝑆. 

PЁRKUFIZIM  1.57.  [1]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё ideal 𝑇 i 𝑆 quhet: 

(𝑖) semiprim nё qoftё se 𝐼𝐼𝐼  𝑇  sjell qё 𝐼  𝑇 pёr çdo ideal 𝐼 tё 𝑆  

(𝑖𝑖) plotёsisht semiprim nё qoftё se 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑇 sjell qё 𝑥 ∈ 𝑇 pёr çdo element 𝑥 tё 𝑆. 

PЁRKUFIZIM  1.58.  [1]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё nёnbashkёsi 𝑋 e 𝑆 quhet: 
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(𝑖) 𝑚-sistem nё qoftё se pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 qё ndodhen nё 𝑆 tё tillё qё 

𝑎𝑥1𝑏𝑥2 ∈ 𝑋 ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑏𝑥3𝑥4𝑐 ∈ 𝑋 ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑏𝑥3𝑐𝑥4 ∈ 𝑋 ose 𝑥1𝑎𝑥2𝑏𝑥3𝑥4 ∈ 𝑋 

(𝑖𝑖) 𝑝-sistem nё qoftё se pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 qё ndodhen nё 𝑆 tё tillё qё  

𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎 ∈ 𝑋 ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 ∈ 𝑋 ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑎𝑥4 ∈ 𝑋 ose 𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 ∈ 𝑋. 

Nё vijim le tё paraqesim vёrtetimin e disa prej pohimeve dhe teoremave tё formuluara nga [1]. 

TEOREMЁ   1.59.   Njё element 𝑥 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 i pёrket idealit prim 𝑃 vetёm atёherё 

kur  𝑆𝑥𝑆  𝑃. 

VЁRTETIM.   Nё qoftё se 𝑥 ∈ 𝑃 ku 𝑃 ёshtё njё ideal prim i 𝑆 atёherё ёshtё e qartё qё 𝑆𝑥𝑆  𝑃. 

Anasjelltas, supozojmё qё 𝑆𝑥𝑆  𝑃 ku 𝑃 ёshtё ideal prim i 𝑆. Atёherё 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆  𝑆𝑃𝑆  𝑃 dhe pёr 

𝐼1 = 𝐼2 = 𝐼3 = (𝑥)kemi(𝑥)(𝑥)(𝑥) = (𝑥)𝑥(𝑥) ∪ (𝑥)𝑆𝑆𝑥(𝑥) ∪ (𝑥)𝑥𝑆𝑆(𝑥) ∪ (𝑥)𝑆𝑥𝑆(𝑥) ∪

(𝑥)𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆(𝑥)  𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆 𝑃. Meqenёse 𝑃 ёshtё ideal prim kemi qё (𝑥)  𝑃. Kёshtu 𝑥 ∈ 𝑃. 

PЁRKUFIZIM  1.60.  [1]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё ideal 𝑀 i 𝑆 quhet ideal maksimal 

qё pёrmban njё ideal 𝐼 tё 𝑆 nё qoftё se 𝑀 pёrmban 𝐼 dhe nuk ekziston asnjё ideal tjetёr i mirёfilltё 

i 𝑆 qё tё pёrmbajё 𝐼 dhe 𝑀 tё pёrmbahet nё mёnyrё tё mirёfilltё nё tё. 

PЁRKUFIZIM  1.61.  [1]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё ideal prim 𝑃 quhet ideal prim 

minimal qё pёrmban njё ideal 𝐼 tё 𝑆 nё qoftё se 𝑃 pёrmban 𝐼 dhe nuk ekziston asnjё ideal tjetёr 

prim qё pёrmban 𝐼 dhe qё pёrmbahet nё mёnyrё tё mirёfilltё nё 𝑃. 

PЁRKUFIZIM  1.62.  [1]   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё ideal semiprim 𝑄 i 𝑆 quhet 

ideal semiprim minimal qё pёrmban idealin 𝐼 nё qoftё se 𝑄 pёrmban 𝐼 dhe nuk ekziston asnjё ideal 

tjetёr semiprim qё tё pёrmbajё 𝐼 dhe tё pёrmbahet nё mёnyrё tё mirёfilltё nё 𝑄. 

TEOREMЁ   1.63.   Le tё jetё S njё gjysmёgrup ternar, X njё p˗sistem dhe I njё ideal i S i tillё qё 

X ∩ I = ∅. Atёherё ekziston njё ideal maksimal M qё pёrmban I i tillё qё X ∩ M = ∅. Pёr mё tepёr 

M ёshtё ideal semiprim i S.   

VЁRTETIM.   Bashkёsia e idealeve tё 𝑆 qё pёrmban idealin 𝐼 e cila e ka prerjen boshe me 𝑋 ёshtё 

jo˗boshe dhe pjesёrisht e renditur nё lidhje me relacionin e pёrfshierjes. Çdo zinxhir idealesh tё 
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tillё ka kufi tё sipёrm qё ёshtё bashkimi i tyre. Kёshtu, nga Lema e Zornit, bashkёsia nё fjalё 

pёrmban element maksimal 𝑀. Supozojmё se 𝑀 nuk ёshtё ideal semiprim dmth pёr ndonjё ideal 

𝐼 kemi qё 𝐼𝐼𝐼  𝑀 por 𝐼  𝑀. Atёherё, vёmё re qё ideali 𝐼 ∪ 𝑀 pёrmban 𝑀 nё mёnyrё tё mirёfilltё 

dhe kёshtu, nga maksimaliteti i 𝑀 do ta presi 𝑋 tё themi nё njё pikё 𝑎. Kёshtu, nga pёrcaktimi i 𝑋, 

ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎 ∈ 𝑋 ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 ∈ 𝑋 ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑎𝑥4 ∈

𝑋  ose 𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 ∈ 𝑋. Pёr mё tepёr, vёmё nё dukje qё (𝐼 ∪ 𝑀) ∩ 𝑋 = (𝐼 ∩ 𝑋) ∪ (𝑀 ∩ 𝑋) =

𝐼 ∩ 𝑋. Kёshtu 𝑎 ∈ 𝐼. Nё qoftё se 𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎 ∈ 𝑋 atёherё 𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎 = 𝑎(𝑥1𝑎𝑥2)𝑎 ∈ 𝐼𝐼𝐼  𝑀. Nё 

qoftё se 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 ∈ 𝑋, atёherё 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 = (𝑎𝑥1𝑥2)𝑎(𝑥3𝑥4𝑎) ∈ 𝐼𝐼𝐼  𝑀. Nё qoftё se 

𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 ∈ 𝑋, atёherё 𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 = (𝑥1𝑎𝑥2)𝑎(𝑥3𝑥4𝑎) ∈ 𝐼𝐼𝐼  𝑀. Nё qoftё se 

𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑎𝑥4 ∈ 𝑋,atёherё 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑎𝑥4 = (𝑎𝑥1𝑥2)𝑎(𝑥3𝑎𝑥4) ∈ 𝐼𝐼𝐼  𝑀. 

Nё çdo rast kemi kontradiksionin 𝑀 ∩ 𝑋 ≠ ∅. 

TEOREMЁ   1.64.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Atёherё, njё nёnbashkёsi 𝑄 e 𝑆 ёshtё ideal 

semiprim minimal qё pёrmban 𝐼 vetёm atёherё kur 𝑆 − 𝑄 ёshtё njё 𝑝˗sistem maksimal i tillё qё 

(𝑆 − 𝑄) ∩ 𝐼 = ∅. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑄 ( njё nёnbashkёsi e 𝑆 ) njё ideal semiprim minimal qё pёrmban 𝐼. 

Atёherё 𝑆 − 𝑄 ёshtё njё 𝑝˗sistem me 𝑆 − 𝑄  𝑆 − 𝐼 i tillё qё (𝑆 − 𝑄) ∩ 𝐼  (𝑆 − 𝐼) ∩ 𝐼 = ∅. 

Supozojmё qё 𝑌 ёshtё njё 𝑝˗sistem maksimal ( Lema e Zornit ) i tillё qё 𝑌 ∩ 𝐼 = ∅ dhe 𝑌  𝑆 −

𝑄. Le tё jetё 𝑀 njё ideal maksimal qё pёrmban 𝐼 dhe i tillё qё 𝑀 ∩ 𝑌 = ∅. Nga Teorema 1.57 𝑀 

ёshtё gjithashtu ideal semiprim dhe 𝐼  𝑀  𝑆 − 𝑌  𝑄. Meqё 𝑄 nga ana tjetёr ёshtё minimal, 

atёherё 𝑀 = 𝑄 = 𝑆 − 𝑌 qё nga 𝑌 = 𝑆 − 𝑄.  

Anasjelltas, supozojmё qё 𝑆 − 𝑄 ёshtё njё 𝑝˗sistem maksimal i tillё qё (𝑆 − 𝑄) ∩ 𝐼 = ∅. Le tё jetё 

𝑀 njё ideal semiprim maksimal qё pёrmban 𝐼 dhe i tillё qё (𝑆 − 𝑄) ∩ 𝑀 = ∅. Atёherё 𝐼  𝑀  𝑃 

dhe 𝑆 − 𝑄  𝑆 − 𝑀  𝑆 − 𝐼. Qё kёtej (𝑆 − 𝑀) ∩ 𝐼  (𝑆 − 𝐼) ∩ 𝐼 = ∅ dhe (𝑆 − 𝑀) ∩ 𝐼 = ∅. Nga 

cilёsia e maksimalitetit tё 𝑆 − 𝑄 kemi qё 𝑆 − 𝑄 = 𝑆 − 𝑀 qё nga 𝑀 = 𝑄. Kёshtu 𝑄  𝐼 ёshtё njё 

ideal semiprim. Ai ёshtё gjithashtu njё ideal semiprim minimal qё pёrmban 𝐼 sepse nё qoftё se 𝑃 

ёshtё njё ideal semiprim qё pёrmban 𝐼 dhe pёrmbahet nё mёnyrё tё mirёfilltё nё 𝑄, atёherё ∅ =

(𝑆 − 𝐼) ∩ 𝐼  (𝑆 − 𝑃) ∩ 𝐼  (𝑆 − 𝑄) ∩ 𝐼 gjё qё ёshtё kontradiksion  Qё nga rrjedh rezultati i 

dёshiruar. 
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POHIM  1.65.   Le tё jetё S njё gjysmёgrup ternar dhe I njё ideal i S. Atёherё, prerja e tё gjithё 

idealeve semiprimё qё pёrmbajnё I ёshtё ideal semiprim qё pёrmban I, madje ёshtё minimal. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё (𝑇𝑖)𝑖∈𝐼 njё bashkёsi çfarёdo idealesh semiprimё qё pёrmbajnё njё ideal 

𝐼 tё 𝑆.Tё tregojmё qё ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  ёshtё ideal semiprim qё pёrmban 𝐼. Le tё jetё 𝐽𝐽𝐽  ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  ku 𝐽 ёshtё 

njё ideal i 𝑆. Kjo do tё thotё qё 𝐽𝐽𝐽  𝑇𝑖 pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼 dhe meqё 𝑇𝑖 ёshtё semiprim kemi qё 𝐽  𝑇𝑖 

pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼. Kёshtu 𝐽  ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼 . Meqё 𝐼  𝑇𝑖 pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼 ёshtё e qartё qё 𝐼  ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼 . Tё 

tregojmё tani qё ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  ёshtё minimal. Le tё jetё 𝑇 njё ideal semiprim qё pёrmban 𝐼. Atёherё 𝑇 =

𝑇𝑖0
 pёr ndonjё 𝑖0 ∈ 𝐼. Kёshtu ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  𝑇 gjё qё tregon qё ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  ёshtё ideal semiprim minimal qё 

pёrmban 𝐼. 

POHIM  1.66.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Atёherё, ekziston njё 𝑝˗sistem maksimal qё 

nuk pret ndonjё ideal 𝐼 tё 𝑆. 

VЁRTETIM.  Le tё jetё (𝑇𝑖)𝑖∈𝐼  njё bashkёsi çfarёdo idealesh semiprimё qё pёrmbajnё idealin 𝐼 

tё gjysmёgrupit ternar 𝑆. Nga Pohimi 1.65 kemi qё ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼   ёshtё ideal semiprim minimal qё 

pёrmban idealin 𝐼. Nga Teorema 1.64 kemi qё 𝑆 − ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  ёshtё njё 𝑝˗sistem maksimal i tillё qё 

(𝑆 − ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼 ) ∩ 𝐼 = ∅ dhe meqё ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼   ёshtё e vetme kemi qё 𝑆 − ⋂ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼   ёshtё i vetёm. 

Nё sajё tё vetisё sё shoqёrimit nё njё gjysmёgrup ternar kemi: 

𝑥1𝑥2 … 𝑥2𝑛+1 = (… ((𝑥1𝑥2𝑥3)𝑥4𝑥5) … )𝑥2𝑛𝑥2𝑛+1 pёr çdo numёr tek elementёsh 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2𝑛+1nё njё gjysmёgrup ternar. Nё mёnyrё induktive pёrcaktojmё𝑥(0) = 𝑥, 𝑥(𝑛+1) =

𝑥(𝑛)𝑥𝑥 pёr çdo numёr tё plotё 𝑛. Gjithashtu 𝑥𝑥𝑥 … 𝑥 ( 𝑚-herё) e shkruajmё si 𝑥𝑚. 

TEOREMЁ   1.67.   Nё njё gjysmёgrup ternar 𝑆 pohimet e mёposhtme janё ekuivalente: 

(𝑖) 𝐷 ёshtё ideal plotёsisht semiprim i 𝑆 

(𝑖𝑖) Pёr çdo çift numrash tё plotё jo˗negativё 𝑚 dhe 𝑛 me shumё numёr çift 𝑆𝑚(𝑥𝑥𝑥)𝑆𝑛 𝐷, sjell 

qё 𝑥 ∈ 𝐷 

(𝑖𝑖𝑖) Pёr çdo 𝑥 ∈ 𝑆 − 𝐷, 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑆 − 𝐷 

VЁRTETIM.   (𝑖) sjell (𝑖𝑖)  Le tё kemi 𝑆𝑚(𝑥𝑥𝑥)𝑆𝑛 𝐷. Atёherё (𝑥𝑥𝑥)(𝑥𝑥𝑥) … (𝑥𝑥𝑥) (𝑚 + 𝑛 +

1 herё ) i pёrket 𝐷. Nga kushti dhe induksioni kemi qё 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐷 qё nga 𝑥 ∈ 𝐷. 

(𝑖𝑖) sjell (𝑖) Le tё jetё 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐷. Atёherё pёr çdo dy numra tё plotё jo˗negativё 𝑚 dhe 𝑛 me shumё 

numёr çift kemi 𝑆𝑚(𝑥𝑥𝑥)𝑆𝑛  𝑆𝑚𝐷𝑆𝑛 𝐷. Kёshtu 𝑥 ∈ 𝐷. 
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(𝑖) sjell (𝑖𝑖𝑖) Supozojmё qё 𝑥𝑥𝑥 𝐷. Kjo do tё thotё qё 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐷 dhe nga kushti 𝑥 ∈ 𝐷 gjё qё nuk 

ёshtё e mundur. Kёshtu 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑆 − 𝐷. 

(𝑖𝑖𝑖) sjell (𝑖) Le tё kemi 𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐷 . Nё qoftё se 𝑥 𝐷 atёherё 𝑥 ∈ 𝑆 − 𝐷 dhe nga kushti rrjedh qё 

𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑆 − 𝐷 gjё qё ёshtё absurde. Kёshtu 𝑥 ∈ 𝐷 qё nga 𝐷 ёshtё ideal plotёsisht semiprim. 

POHIM  1.68.   Bashkimi i 𝑝˗sistemeve ёshtё 𝑝˗sistem. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 njё bashkёsi çfarёdo 𝑝˗sistemesh. Pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 kemi qё pёr 

ndonjё 𝑖0 ∈ 𝐼 ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ 𝑋𝑖0 tё tillё qё 𝑎𝑥1𝑎𝑥2𝑎 ∈ 𝑋𝑖0
ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑥4𝑎 ∈

𝑋𝑖0
ose 𝑎𝑥1𝑥2𝑎𝑥3𝑎𝑥4 ∈ 𝑋𝑖0

ose 𝑥1𝑎𝑥2𝑎𝑥3𝑥4 ∈ 𝑋𝑖0
dhe meqё 𝑋𝑖0

 ⋃ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼  rrjedh rezultati i 

dёshiruar. 

PЁRKUFIZIM 1.69.   Njё nёnbashkёsi joboshe 𝐿 [𝑅, 𝑀] e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet pothuajse 

ideal i majtё [i djathtё, lateral ]  i 𝑆 nё qoftё se 𝑎𝑏𝐿 ∩ 𝐿 ≠ ∅ [𝑅𝑎𝑏 ∩ 𝑅 ≠ ∅, 𝑎𝑀𝑏 ∩ 𝑀 ≠ ∅] pёr 

çdo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. 

PЁRKUFIZIM 1.70.   Njё nёnbashkёsi joboshe L [R,M,I] e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet pothuajse 

ideal i majtё [i djathtё, lateral,ideal]  i 𝑆 nё qoftё se 𝑎𝑏𝐿 ∩ 𝐿 ≠ ∅[𝑅𝑎𝑏 ∩ 𝑅 ≠ ∅, 𝑎𝑀𝑏 ∩ 𝑀 ≠

∅, 𝑎𝑏𝐼 ∩ 𝐼 ≠ ∅, 𝐼𝑐𝑑 ∩ 𝐼 ≠ ∅, 𝑒𝐼𝑓 ∩ 𝐼 ≠ ∅] pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ 𝑆. 

TEOREMЁ  1.71.  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. 

(1) Ҫdo ideal i majtё i 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i majtё i 𝑆 

(2) Ҫdo ideal i djathtё i 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i djathtё i 𝑆 

(3) Ҫdo ideal lateral i 𝑆 ёshtё pothuajse ideal lateral i 𝑆 

(4) Ҫdo ideal i 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i 𝑆 

VЁRTETIM.   (1) Supozojmё qё 𝐿 ёshtё njё ideal i majtё i 𝑆. Le tё jetё 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. Atёherё 𝑎𝑏𝐿 𝐿 

prandaj 𝑎𝑏𝐿 ∩ 𝐿 ≠ ∅.  

(2) I ngjashёm me (1) 

(3) I ngashёm me (1) dhe (2) 

(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3). 

E anasjellta e teoremёs nё pёrgjithёsi nuk ёshtё e vёrtetё siç e tregon kundёrshembulli:  
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SHEMBULL  1.72.  Le tё jetё 𝑍5 gjysmёgrupi i mbledhjes sё numrave tё plotё sipas modulit 5. 

Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍5 nё lidhje me 

veprimin ternar * formon gjysmёgrup ternar. Ёshtё e qartё qё bashkёsia 𝐿 = {0̅, 1̅, 4̅} ёshtё 

pothuajse ideal i majtё i 𝑍5 e megjithatё 𝐿 nuk ёshtё ideal i majtё i 𝑍5.   

TEOREMЁ  1.73.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. 

(1) Le tё jetё 𝐿 pothuajse ideal i majtё i 𝑆. Nё qoftё se 𝐻 ёshtё njё nёbashkёsi e 𝑆 qё pёrmban 𝐿, 

atёherё 𝐻 ёshtё pothuajse ideal i majtё i 𝑆 

(2) Le tё jetё 𝑅 pothuajse ideal i djathtё i 𝑆. Nё qoftё se 𝐻 ёshtё njё nёbashkёsi e 𝑆 qё pёrmban 

𝑅, atёherё 𝐻 ёshtё pothuajse ideal i djathtё i 𝑆 

(3) Le tё jetё 𝑀 pothuajse ideal lateral i 𝑆. Nё qoftё se 𝐻 ёshtё njё nёbashkёsi e 𝑆 qё pёrmban 𝑀, 

atёherё 𝐻 ёshtё pothuajse ideal lateral i 𝑆 

(4) Le tё jetё 𝐼 pothuajse ideal i 𝑆. Nё qoftё se 𝐻 ёshtё njё nёbashkёsi e 𝑆 qё pёrmban 𝐼, atёherё 

𝐻 ёshtё pothuajse ideal i 𝑆 

VЁRTETIM.   (1) Supozojmё qё 𝐿  𝐻. Le tё jenё 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. Nga supozimi 𝑎𝑏𝐿  𝑎𝑏𝐻 qё nga 

𝑎𝑏𝐿 ∩ 𝐿  𝑎𝑏𝐻 ∩ 𝐻. Meqenёse 𝑎𝑏𝐿 ∩ 𝐿 ≠ ∅, 𝐻 ёshtё pothuajse ideal i majtё i 𝑆. 

(2) I ngjashёm me (1) 

(3) I ngashёm me (1) dhe (2) 

(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3). 

TEOREMЁ  1.74.  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. 

(1) Nё qoftё se 𝐿1 dhe 𝐿2 janё pothuajse ideale tё majtё tё 𝑆, atёherё 𝐿1 ∪ 𝐿2 ёshtё pothuasje ideal 

i majtё i 𝑆.   

(2) Nё qoftё se 𝑅1 dhe 𝑅2 janё pothuajse ideale tё djathtё tё 𝑆, atёherё 𝑅1 ∪ 𝑅2 ёshtё pothuasje 

ideal i djathtё i 𝑆.   

(3) Nё qoftё se 𝑀1 dhe 𝑀2 janё pothuajse ideale lateralё tё 𝑆, atёherё 𝑀1 ∪ 𝑀2 ёshtё pothuasje 

ideal lateral i 𝑆.   

(4) Nё qoftё se 𝐼1 dhe 𝐼2 janё pothuajse ideale tё 𝑆, atёherё 𝐼1 ∪ 𝐼2 ёshtё pothuasje ideal i 𝑆.   

VЁRTETIM.   (1) Meqenёse 𝐿1 𝐿1 ∪ 𝐿2 kemi qё 𝑎𝑏𝐿1 𝑎𝑏(𝐿1 ∪ 𝐿2) ku 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. Kёshtu ∅ ≠ 

𝑎𝑏𝐿1 ∩ 𝐿1 𝑎𝑏(𝐿1 ∪ 𝐿2) ∩ (𝐿1 ∪ 𝐿2). Kjo tregon qё 𝐿1 ∪ 𝐿2 ёshtё pothuajse ideal i majtё i 𝑆.  
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(2) I ngjashёm me (1) 

(3) I ngashёm me (1) dhe (2) 

(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3). 

SHEMBULL   1.75.  Konsiderojmё gjysmёgrupin ternar 𝑍5 nё lidhje me operacionin ternar * tё 

pёrcaktuar �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Bashkёsitё 𝐼1 = {1̅, 3̅, 4̅} dhe 𝐼2 = {1̅, 2̅, 4̅} janё pothuasje ideale 

tё 𝑍5 e megjithatё 𝐼1 ∩ 𝐼2 = {1̅, 4̅} nuk ёshtё ideal i 𝑍5. Kjo do tё thotё qё prerja e dy idealeve tё 

nje gjysmёgrupi ternar 𝑆 mund tё mos jetё ideal i 𝑆.   

VЁREJTJE 1.76.  Nё qoftё se prerja e dy ose mё shumё nёngjysmёgrupeve ternare 

(nёnbashkёsive) tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i majtё [i djathtё, lateral,ideal] i 𝑆 

atёherё nёngjysmёgrupet ternare (nёnbashkёsitё) janё pothuajse ideale tё majtё [tё djathtё, lateralё 

,ideale] tё 𝑆.    

POHIM  1.77.   Prodhimi i tre ose mё shumё pothuajse idealeve tё majtё [tё djathtё, lateralё, 

idealeve] tё njё gjysmёgrupi ternar 𝑆 nё pёrgjithёsi nuk ёshtё pothuajse ideal i majtё [i djathtё, 

lateral, ideal] i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Do tё vёrtetojmё pohimin nё rastin e tre objekteve, shtrirja e mё shumё se tre rrjedh 

nga induksioni. Le tё jenё 𝐴, 𝐵 dhe 𝐶 tre pothuajse ideale tё majtё [tё djathtё, lateralё, ideale] tё 𝑆. 

Atёherё 𝐴𝐵𝐶 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 por 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 nuk ёshtё pothuajse ideal i majtё [i djathtё, lateral, ideal] 

i 𝑆 kёshtu 𝐴𝐵𝐶 duke qenё nёnbashkёsi e  𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 nuk ёshtё pothuajse ideal i majtё [i djathtё, 

lateral, ideal] i 𝑆. 

TEOREMЁ   1.78.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar dhe |𝑆| > 1. 

(1) 𝑆 nuk ka pothuajse ideale tё majtё tё mirёfilltё vetёm atёherё kur pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 

elementёt 𝑠𝑎, 𝑘𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) = {𝑎}. 

(2) 𝑆 nuk ka pothuajse ideale tё djathtё tё mirёfilltё vetёm atёherё kur  pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 

elementёt 𝑠𝑎, 𝑘𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё (𝑆\{𝑎})𝑠𝑎𝑘𝑎 = {𝑎}. 

(3) 𝑆 nuk ka pothuajse ideale lateralё tё mirёfilltё vetёm atёherё kur pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 

elementёt 𝑠𝑎, 𝑘𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑘𝑎 = {𝑎}. 
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(4) 𝑆 nuk ka pothuajse ideale tё mirёfilltё vetёm atёherё kur pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё elementёt 

𝑠𝑎, 𝑘𝑎, ℎ𝑎, 𝑚𝑎, 𝑡𝑎 , 𝑟𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) = {𝑎}, (𝑆\{𝑎})ℎ𝑎𝑚𝑎 = {𝑎} dhe 𝑡𝑎(𝑆\{𝑎})𝑟𝑎 =

{𝑎}. 

VЁRTETIM.   (1) Supozojmё qё 𝑆 nuk ka pothuajse ideale tё majtё tё mirёfilltё. Atёherё 𝐻\{𝑎} 

nuk ёshtё pothuajse ideal i majtё. Atёherё, ekzistojnё  𝑠𝑎, 𝑘𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) ∩

(𝑆\{𝑎}) = ∅ prandaj𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) = {𝑎}. 

Anasjelltas, supozojmё qё pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 𝑠𝑎, 𝑘𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) = {𝑎}. Le 

tё jetё 𝑎 ∈ 𝑆. Atёherё 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) ∩ (𝑆\{𝑎}) = ∅. Kёshtu 𝑆\{𝑎} nuk ёshtё pothuajse ideal i mjatё 

i 𝑆. Le tё jetё 𝐻 njё pothuajse ideal i majtё i mirёfilltё i 𝑆. Atёherё 𝐻 𝑆\{𝑎} pёr ndonjё 𝑎 ∈ 𝑆 gjё 

qё pёrbёn njё kontradiksion prandaj 𝑆 nuk ka pothuajse ideale tё majtё tё mirёfilltё.         

(2) I ngjashёm me (1) 

(3) I ngjashёm me (1) dhe (2) 

(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3). 

PЁRKUFIZIM 1.79.   Njё nёngjysmёgrup ternar 𝐼 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet ideal i brendshёm 

i 𝑆 nё qoftё se 𝑆𝐼𝑆𝐼𝑆 𝐼. 

PЁRKUFIZIM 1.80.   Njё nёnbashkёsi joboshe 𝐼 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet pothuajse ideal i 

brendshёm nё qoftё se 𝑎𝐼𝑏𝐼𝑐 ∩ 𝐼 ≠ ∅ pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆.  

Teorema qё vijon rrjedh direkt nga pёrkufizimi i idealit tё brendshёm dhe pothuajse idealit tё 

brendshёm. 

TEOREMЁ   1.81.   Ҫdo ideal i brendshёm i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i 

brendshёm i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝐼 njё ideal i brendshёm i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Nga pёrkufizimi, 

𝑎𝐼𝑏𝐼𝑐 𝐼 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆. Kjo tregon qё 𝑎𝐼𝑏𝐼𝑐 ∩ 𝐼 ≠ ∅ pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 prandaj 𝐼 ёshtё 

pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆. 

Nё pёrgjithёsi, e anasjellta e Teoremёs 1.81 nuk ёshtё e vёrtetё siç e tregon shembulli mё poshtё. 
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SHEMBULL 1.82.   Le tё jetё 𝑍9 gjysmёgrupi i mbledhjes sё numrave tё plotё sipas modulit 9. 

Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍9 nё lidhje me 

veprimin ternar * formon gjysmёgrup ternar. Bashkёsia 𝐼 = {0̅, 1̅, 3̅, 5̅} ёshtё pothuajse ideal i 

brendshёm i 𝑍9 por nuk ёshtё ideal i brendshёm i 𝑍9.   

TEOREMЁ 1.83.    Le tё jetё 𝐼 pothuajse ideal i brendshёm i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Atёherё çdo 

nёnbashkёsi 𝐻 e 𝑆 qё pёrmban 𝐼 ёshtё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Meqenёse 𝐼 𝐻, 𝑎𝐼𝑏𝐼𝑐 ∩ 𝐼 𝑎𝐻𝑏𝐻𝑐 ∩ 𝐻 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆. Kjo tregon qё 

𝑎𝐻𝑏𝐻𝑐 ∩ 𝐻 ≠ ∅ pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆. 

Rrjedhimi qё vijon rrjedh direkt nga Teorema 1.83. 

RRJEDHIM 1.84.    Nё qoftё se 𝐼1 dhe 𝐼2 janё pothuajse ideale tё brendshёm tё gjysmёgrupit 

ternar 𝑆, atёherё 𝐼1 ∪ 𝐼2 ёshtё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆. 

Vёmё re qё nё qoftё se  𝐼1 dhe 𝐼2 janё pothuajse ideale tё brendshёm tё 𝑆, atёherё 𝐼1 ∩ 𝐼2 mund tё 

mos jetё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆. 

SHEMBULL 1.85.   Le tё jetё 𝑍9  gjysmёgrupi i mbledhjes sё numrave tё plotё sipas modulit 9. 

Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍9 nё lidhje me 

veprimin ternar * formon gjysmёgrup ternar. Bashkёsia 𝐼1 = {0̅, 1̅, 3̅, 5̅} dhe 𝐼2 = {0̅, 2̅, 3̅, 5̅} janё 

pothujase ideale tё brendshёm tё 𝑍9 ndёrsa 𝐼1 ∩ 𝐼2 = {0̅, 3̅, 5̅} nuk ёshtё pothuajse ideal i 

brendshёm i 𝑍9.  

VЁREJTJE 1.86.  Nё qoftё se prerja e dy ose mё shumё nёngjysmёgrupeve ternare 

(nёnbashkёsive) tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆 atёherё 

nёngjysmёgrupet ternare (nёnbashkёsitё) janё pothuajse ideale tё brendshёm tё 𝑆.  

POHIM   1.87.  Prodhimi i tre ose mё shumё pothuajse idealeve tё brendshёm tё njё gjysmёgrupi 

ternar 𝑆 nё pёrgjithёsi nuk ёshtё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Do tё vёrtetojmё pohimin nё rastin e tre objekteve, shtrirja e mё shumё se tre rrjedh 

nga induksioni. Le tё jenё 𝐴, 𝐵 dhe 𝐶 tre pothuajse ideale tё brendshёm tё 𝑆. Atёherё 𝐴𝐵𝐶 𝐴 ∩
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𝐵 ∩ 𝐶 por 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 nuk ёshtё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆 kёshtu 𝐴𝐵𝐶 duke qenё nёnbashkёsi 

e  𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 nuk ёshtё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑆. 

Mё tej ne do tё studiojmё nocionin e pothuajse idealit dobёsisht tё brendshёm nё gjysmёgrupet 

ternare. 

PЁRKUFIZIM 1.88.   Njё nёnbashkёsi joboshe 𝐼 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet pothuajse ideal 

dobёsisht i brendshёm i 𝑆 nё qoftё se 𝑎𝐼𝑎𝐼𝑎 ∩ 𝐼 ≠ ∅, pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆. 

Teorema e mёposhtme rrjedh direkt nga pёrkufizimi i pothuajse idealit tё brendshёm dhe pothuajse 

idealit dobёsisht tё brendshёm. 

TEOREMЁ 1.89.   Ҫdo pothuajse ideal i brendshёm i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal 

dobёsisht i brendshёm i 𝑆. 

Nё pёrgjithёsi, e anasjellta e Teoremёs 1.89 nuk ёshtё e vёrtetё siç mund tё shohim nё 

kundёrshembullin mё poshtё. 

SHEMBULL 1.90..   Le tё jetё 𝑍8 gjysmёgrupi i mbledhjes sё numrave tё plotё sipas modulit 8. 

Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍8 nё lidhje me 

veprimin ternar * formon gjysmёgrup ternar. Bashkёsia 𝐼 = {0̅, 6̅} ёshtё pothuajse ideal dobёsisht 

i brendshёm i 𝑍8 por nuk ёshtё pothuajse ideal i brendshёm i 𝑍8.  

TEOREMЁ 1.91.   Le tё jetё 𝐼 pothuajse ideal dobёsisht i brendshёm i gjysmёgrupit ternar 𝑆. 

Atёherё çdo nёnbashkёsi 𝐻 e 𝑆 qё pёrmban 𝐼 ёshtё gjithashtu pothuajse ideal dobёsisht i 

brendshёm i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Meqenёse 𝐼 𝐻, 𝑎𝐼𝑎𝐼𝑎 ∩ 𝐼 𝑎𝐻𝑎𝐻𝑎 ∩ 𝐻 pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆. Kjo tregon qё 𝑎𝐻𝑎𝐻𝑎 ∩

𝐻 ≠ ∅ pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆. 

Rrjedhimi qё vijon rrjedh direkt nga Teorema 1.91. 

RRJEDHIM 1.92.   Nё qoftё se 𝐼1 dhe 𝐼2 janё pothuajse ideale dobёsisht tё brendshёm tё 

gjysmёgrupit ternar 𝑆, atёherё 𝐼1 ∪ 𝐼2 ёshtё gjithashtu pothuajse ideal dobёsisht i brendshёm i 𝑆. 
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Supozojmё qё 𝐼1 dhe 𝐼2 janё pothuajse ideale dobёsisht tё brendshёm tё gjysmёgrupit ternar 𝑆. 

Kundёrshembulli mё poshtё tregon qё 𝐼1 ∩ 𝐼2 mund tё mos jetё pothuajse ideal dobёsisht i 

brendshёm i 𝑆. 

SHEMBULL 1.93.    Le tё jetё 𝑍8 gjysmёgrupi i mbledhjes sё numrave tё plotё sipas modulit 8. 

Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍8 nё lidhje me 

veprimin ternar * formon gjysmёgrup ternar. Bashkёsitё 𝐼1 = {0̅, 6̅} dhe 𝐼2 = {0̅, 4̅} janё pothuajse 

ideale dobёsisht tё brendshёm tё 𝑍8 por 𝐼1 ∩ 𝐼2 = {0̅} nuk ёshtё pothuajse ideal dobёsisht i 

brendshёm i 𝑍8.   

TEOREMЁ 1.94.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar i tillё qё |𝑆| > 1. Atёherё 𝑆 nuk ka pothuajse 

ideale dobёsisht tё brendshёm tё mirёfilltё vetёm atёherё kur pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekziston njё element 

𝑠𝑎 ∈ 𝑆 i tillё qё 𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎 = {𝑎}. 

VЁRTETIM.   Supozojmё qё 𝑆 nuk ka pothuajse ideale dobёsisht tё brendshёm dhe le tё jetё 𝑎 ∈

𝑆. Atёherё 𝑆\{𝑎} nuk ёshtё pothuajse ideal dobёsisht i brendshёm i 𝑆. Atёherё ekziston 𝑠𝑎 ∈ 𝑆 i 

tillё qё 𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎 ∩ (𝑆\{𝑎}) = ∅ prandaj 𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎 = {𝑎}. Anasjelltas, 

supozojmё qё 𝑆 njё pothuajse ideal dobёsisht tё brendshёm tё themi 𝐼. Le tё jetё 𝑎 𝐼. Atёherё 

𝑆\{𝑎} pёrmban 𝐼. Nga Teorema 2.5,  𝑆\{𝑎}ёshtё pothuajse ideal dobёsisht i brendshёm i 𝑆. Atёherё 

pёr çdo 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑏(𝑆\{𝑎})𝑏(𝑆\{𝑎})𝑏 ∩ (𝑆\{𝑎}) ≠ ∅. Nga supozimi, ekziston njё element 𝑠𝑎 ∈ 𝑆 i 

tillё qё 𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎 = {𝑎}. Kёshtu 𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑠𝑎 ∩ (𝑆\{𝑎}) = {𝑎} ∩ (𝑆\

{𝑎}) = ∅ gjё qё ёshtё njё kontradiksion. Kёshtu, 𝑆 nuk ka pothuajse ideale dobёsisht tё brendshёm 

tё mirёfilltё.    

1.3   RELACIONET E GRINIT NЁ GJYSMЁGRUPET TERNARE 

[3] Ne do ta fillojmё kёtё seksion me disa koncepte tё pёrgjithshme tё rёndёsishme. Le tё jetё 𝑋 

njё bashkёsi jo˗boshe dhe 𝑋𝑥𝑋 bashkёsia e tё gjithё çifteve tё radhitur (𝑥, 𝑦) tё elementёve 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋. Me relacion binar nё bashkёsinё 𝑋 do tё kuptojmё njё nёnbashkёsi  tё bashkёsisё 𝑋𝑥𝑋.       

Nё qoftё se (𝑥, 𝑦) ∈  ku 𝑥, 𝑦 janё elementё tё 𝑋, ne do tё shkruajmё gjithashtu 𝑥 𝑦. Ne do tё 

shёnojmё  relacionin e barazisё tё pёrcaktuar nga (𝑎, 𝑏) ∈  vetёm atёherё kur 𝑎 = 𝑏. Gjithashtu 
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 do tё shёnojmё relacionin universal tё pёrcaktuar nga (𝑎, 𝑏) ∈  pёr tё gjitha 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 qё do tё 

thotё  = 𝑋𝑥𝑋. Relacioni bosh □ nё 𝑋 ёshtё nёnbashkёsia boshe e 𝑋𝑥𝑋. 

PЁRKUFIZIM  1.95.  [3]   Njё relacion 𝜌 nё bashkёsinё 𝑋 quhet: 

(𝑖) reflektiv nё qoftё se 𝑥𝜌𝑥 pёr çdo 𝑥 ∈ 𝑋 

(𝑖𝑖) simetrik nё qoftё se 𝑥𝜌𝑦  sjell 𝑦𝜌𝑥 pёr çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

(𝑖𝑖𝑖) antisimetrik nё qoftё se 𝑥𝜌𝑦  dhe  𝑦𝜌𝑥 sjellin 𝑥 = 𝑦 pёr çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

(𝑖𝑣) kalimtar nё qoftё se 𝑥𝜌𝑦 dhe 𝑦𝜌𝑧 sjellin 𝑥𝜌𝑧 pёr çdo 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

Relacioni ≤ nё bashkёsinё 𝐴 quhet relacion renditjeje nё 𝐴 nё qoftё se ≤ ёshtё relacion reflektiv, 

antisimetrik dhe kalimtar. Nё kёtё rast 𝐴 quhet bashkёsi pjesёrisht e renditur. 

Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar ndёrrimtar dhe idempotent si dhe 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. Pёrcaktojmё 𝑎 ≤ 𝑏  

vetёm atёherё kur 𝑎𝑥𝑏 = 𝑎 kur 𝑎𝑥𝑎 = 𝑎 pёr ndonjё 𝑥 ∈ 𝑆. Supozojmё qё 𝑎𝑥𝑎 = 𝑎 dhe 𝑎𝑥1𝑎 = 𝑎 

pёr ndonjё 𝑥1 ∈ 𝑆. Le tё jetё 𝑎𝑥𝑏 = 𝑎. Tani 𝑎𝑥1𝑏 = (𝑎𝑥𝑎)𝑥1𝑏 = 𝑎𝑥(𝑎𝑥1𝑏) = 𝑎𝑥(𝑏𝑥1𝑎) =

(𝑎𝑥𝑏)𝑥1𝑎 = 𝑎𝑥1𝑎 = 𝑎. Kёshtu, relacioni ёshtё i mirёpёrcaktuar. Meqenёse 𝑎 ёshtё idempotent 

atёherё kemi 𝑎𝑎𝑎 = 𝑎 qё tregon qё 𝑎 ≤ 𝑎, pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 kёshtu qё relacioni ёshtё reflektiv. Le tё 

jetё 𝑎 ≤ 𝑏 dhe 𝑏 ≤ 𝑎. Atёherё kemi 𝑎𝑥𝑏 = 𝑎 ku 𝑎𝑥𝑎 = 𝑎 dhe 𝑏𝑦𝑎 = 𝑏 ku 𝑏𝑦𝑏 = 𝑏. Kёshtu 𝑎 =

𝑎𝑥𝑏 = 𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑏) = (𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑏 = 𝑎𝑦𝑏 = 𝑏𝑦𝑎 = 𝑏 gjё qё tregon qё relacioni ёshtё antisimetrik. Le 

tё jetё 𝑎 ≤ 𝑏 dhe 𝑏 ≤ 𝑐. Atёherё 𝑎𝑥𝑏 = 𝑎 ku 𝑎𝑥𝑎 = 𝑎 dhe 𝑏𝑦𝑐 = 𝑏 ku 𝑏𝑦𝑏 = 𝑏. Kёshtu 𝑎𝑥𝑐 =

(𝑎𝑥𝑏)𝑥𝑐 = (𝑎𝑦𝑏)𝑥𝑐 = 𝑏𝑦(𝑎𝑥𝑐) = 𝑏𝑦(𝑐𝑥𝑎) = (𝑏𝑦𝑐)𝑥𝑎 = 𝑏𝑥𝑎 = 𝑎𝑥𝑏 = 𝑎 gjё qё tregon qё 

relacioni ёshtё kalimtar. Kёshtu relacioni " ≤ " ёshtё relacion renditjeje kurse 𝑆 ёshtё gjysmёgrup 

ternar i renditur. Njё element 𝑎 i bashkёsisё pjesёrisht tё renditur 𝐴 quhet kufi i sipёrm i 

nёnbashkёsisё B tё 𝐴 nё qoftё se 𝑏 ≤ 𝑎 pёr çdo element 𝑏 tё 𝐵.      [3]  Njё kufi i sipёrm 𝑎∗ i 𝐵 

quhet kufi i pёrpiktё i sipёrm ose superior i 𝐵 nё qoftё se 𝑎∗ ≤ 𝑎 pёr çdo kufi tё sipёrm 𝑎 tё 𝐵. Nё 

qoftё se nёnbashkёsia dy˗elementёshe {𝑥, 𝑦} e bashkёsisё pjesёrisht tё renditur 𝐴 ka superior i cili 

shёnohet 𝑥  𝑦, atёherё 𝐴 quhet ˗semilaticё. Nё mёnyrё duale, njё element 𝑎 i bashkёsisё 

pjesёrisht tё renditur 𝐴 quhet kufi i poshtёm i nёnbashkёsisё B tё 𝐴 nё qoftё se 𝑏 ≥ 𝑎 pёr çdo 

element 𝑏 tё 𝐵. Njё kufi i poshtёm 𝑎∗ i 𝐵 quhet kufi i pёrpiktё i poshtёm ose inferior i 𝐵 nё qoftё 

se 𝑎∗ ≥ 𝑎 pёr çdo kufi tё poshtёm 𝑎 tё 𝐵. Nё qoftё se nёnbashkёsia dy˗elementёshe {𝑥, 𝑦} e 

bashkёsisё pjesёrisht tё renditur 𝐴 ka inferior i cili shёnohet 𝑥  𝑦, atёherё 𝐴 quhet ˗semilaticё. 

Me laticё 𝑉 do tё kuptojmё njё bashkёsi pjesёrisht tё renditur e cila ёshtё njёherёsh ˗semilaticё 



 

25 
 

dhe ˗semilaticё. Njё pёrkufizim ekuivalent i laticёs 𝑉 ёshtё ai qё vijon. Njё bashkёsi jo˗boshe 

quhet laticё nё qoftё se dy operacionet  (inferiori),  (superiori) tё pёrcaktuara nё 𝑉 plotёsojnё 

kushtet: 

(1) 𝑎  𝑎 = 𝑎 dhe 𝑎  𝑎 = 𝑎 

(2) 𝑎  𝑏 = 𝑏  𝑎 dhe 𝑎  𝑏 = 𝑏  𝑎 

(3) (𝑎  𝑏)  𝑐 = 𝑎  (𝑏  𝑐) dhe  (𝑎  𝑏)  𝑐 = 𝑎  (𝑏  𝑐) 

(4) (𝑎  𝑏)  𝑎 = 𝑎 dhe  (𝑎  𝑏)  𝑎 = 𝑎 

pёr tё gjitha 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑉.  

Njё laticё quhet e plotё nё qoftё se çdo nёnbashkёsi e 𝑉 ka kufi tё pёrpiktё tё sipёrm (superior) 

dhe kufi tё pёrpiktё tё poshtёm (inferior) nё 𝑉. Inferiori (superiori) i tё gjithё elementёve tё laticёs 

sё plotё 𝑉 quhet elementi mё i vogёl (elementi mё i madh) i 𝑉.  

POHIM  1.96.  Bashkёsia e tё gjitha nёnbashkёsive tё njё bashkёsie tё dhёnё sё bashku me 

bashkёsinё boshe, ёshtё laticё e plotё nё lidhje mё pёrfshierjen e teorisё sё bashkёsive. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑋 njё bashkёsi dhe 𝐵𝑋 bashkёsia e tё gjitha nёnbashkёsive tё 𝑋. Pёr çdo 

𝐴 ∈ 𝐵𝑋, 𝐴  𝐴 qё tregon se relacioni i pёrfshierjes  ёshtё reflektiv. Pёr çdo 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵𝑋, 𝐴  𝐵 

dhe 𝐵  𝐴 sjell qё 𝐴 = 𝐵 gjё qё tregon qё relacioni  ёshtё antisimetrik. Gjithashtu, pёr çdo 

𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝐵𝑋, 𝐴  𝐵 dhe 𝐵  𝐶 sjell qё 𝐴  𝐶. Kёshtu, relacioni  ёshtё kalimtar. Atёherё, 

relacioni  ёshtё  renditje e pjesshme ndёrsa 𝐵𝑋 ёshtё njё bashkёsi pjesёrisht e renditur nё lidhje 

me . Pёr çdo 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵𝑋, 𝐴, 𝐵  𝐴 ∪ 𝐵. Kjo do tё thotё qё 𝐴 ∪ 𝐵 ёshtё njё kufi i sipёrm i 

bashkёsisё {𝐴, 𝐵}. Le tё jetё 𝐾 njё kufi i sipёrm i bashkёsisё {𝐴, 𝐵}. Nga teoria e bashkёsive ёshtё 

e qartё qё 𝐴 ∪ 𝐵  𝐾. Kjo do tё thotё qё 𝐾∗ = 𝐴 ∪ 𝐵 ёshtё kufi i pёrpiktё i sipёrm i bashkёsisё 

{𝐴, 𝐵} ose qё 𝐾∗ = 𝐴 ∪ 𝐵 ёshtё superiori i {𝐴, 𝐵}. Kёshtu 𝐴  𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵. Nё kёtё mёnyrё, 

bashkёsia 𝐵𝑋 ёshtё ˗semilaticё. Nga ana tjetёr, pёr çdo 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐵𝑋 ёshtё e qartё qё (Teoria e 

Bashkёsive) 𝐴 ∩ 𝐵  𝐴 dhe 𝐴 ∩ 𝐵  𝐵. Kjo tregon qё 𝐴 ∩ 𝐵 ёshtё kufi i poshtёm i bashkёsisё 

{𝐴, 𝐵}. Le tё jetё tani 𝐾 njё kufi i poshtёm i {𝐴, 𝐵}. Ёshtё e qartё qё 𝐾  𝐴 ∩ 𝐵 gjё qё tregon qё 

𝐴 ∩ 𝐵 ёshtё kufi i pёrpiktё i poshtёm i {𝐴, 𝐵} ose inferiori i kёsaj bashkёsie. Kёshtu, 𝐾∗ = 𝐴 ∩

𝐵 = 𝐴  B . Kjo tregon qё 𝐵𝑋 ёshtё ˗semilaticё. Kёshtu, 𝐵𝑋 ёshtё njё laticё. Nё mёnyrё tё 

ngjashme, nё qoftё se 𝐷𝑋 = {𝐴: 𝐴 𝑋} ёshtё njё nёnbashkёsi e 𝐵𝑋,atёherё ёshtё e qartё qё 

⋃ 𝐴𝐴∈ 𝐷𝑋
 ёshtё superiori i 𝐷𝑋 dhe ⋂ 𝐴𝐴∈ 𝐷𝑋

 ёshtё inferiori i 𝐷𝑋. Kёshtu 𝐷𝑋 ёshtё laticё e plotё.     
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Le tё jenё ,  dy relacione (binare) nё bashkёsinё 𝑋. Pёrfshierja    do tё thotё qё  ёshtё 

nёnbashkёsi e . Kjo ёshtё ekuivalente me implikimin: 𝑎 𝑏 sjell 𝑎 𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋). Meqёnёse 

bashkёsia ℬ𝑋 e tё gjithё relacioneve (binare) nё 𝑋 pёrmban tё gjitha nёnbashkёsitё e bashkёsisё 

𝑋𝑥𝑋 sё bashku me bashkёsinё boshe, kemi qё ℬ𝑋 formon laticё tё plotё nё lidhje me pёrfshierjen 

. Operacionet nё kёtё laticё do tё shёnohen ∩ (prerja) dhe ∪ (bashkimi). Relacioni universal  

dhe relacioni bosh □ janё pёrkatёsisht elementi mё i madh dhe elementi mё i vogёl i ℬ𝑋 .                 

Relacioni 𝜁 nё bashkёsinё 𝑋 quhet relacion ekuivalence nё 𝑋 nё qoftё se ai ёshtё reflektiv, simetrik 

dhe kalimtar. Ёshtё e qartё qё çdo relacion ekuivalence 𝜁 nё bashkёsinё 𝑋 pёrcakton njё copёtim 

nё 𝑋 klasa ekuivalence (jo˗prerёse) mod 𝜁 dhe anasjelltas, çdo copёtim i 𝑋 pёrcakton njё relacion 

tё vetёm ekuivalence nё 𝑋. 

POHIM  1.97.   Prerja e njё bashkёsie çfarёdo relacionesh ekuivalence nё bashkёsinё 𝑋 ёshtё 

relacion ekuivalence nё 𝑋. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё (
𝑖
)

𝑖∈𝐼
 njё bashkёsi çfarёdo relacionesh ekuivalence nё bashkёsinё 𝑋. 

Pёr çdo 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥
𝑖
𝑥 pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼. Kёshtu 𝑥 ⋂ 

𝑖
𝑥𝑖∈𝐼  qё nga ⋂ 

𝑖𝑖∈𝐼  ёshtё reflektiv. Gjithashtu, pёr 

çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥
𝑖
𝑦 sjell qё 𝑦

𝑖
𝑥 pёr çdo 𝑖 ∈ 𝐼. Kjo do tё thotё qё 𝑥 ⋂ 

𝑖
𝑦𝑖∈𝐼  sjell qё 𝑦 ⋂ 

𝑖
𝑥𝑖∈𝐼 . 

Kёshtu ⋂ 
𝑖𝑖∈𝐼  ёshtё simetrik.Nga ana tjetёr  𝑥

𝑖
𝑦 dhe , 𝑥

𝑖
𝑧 sjell , 𝑥

𝑖
𝑧. Kёshtu 𝑥 ⋂ 

𝑖
𝑦𝑖∈𝐼  dhe 

𝑥 ⋂ 
𝑖
𝑧𝑖∈𝐼  sjell 𝑥 ⋂ 

𝑖
𝑧𝑖∈𝐼 . 

Bashkimi 𝜁 ∪ 𝜇 i dy relacioneve ekuivalence 𝜁 dhe 𝜇 nё 𝑋 nё pёrgjithёsi nuk ёshtё relacion 

ekuivalence nё 𝑋. Superiori 𝜁  𝜇 i 𝜁 dhe 𝜇 ёshtё relacioni i ekuivalencёs mё i vogёl nё 𝑋 qё 

pёrmban 𝜁 dhe 𝜇. Meqёnёse relacioni universal  ёshtё njё relacion ekuivalence qё pёrmban 𝜁 

dhe 𝜇 kemi qё 𝜁  𝜇 ekziston dhe ёshtё prerja e tё gjithё relacioneve tё ekuivalencёs qё pёrmbajnё 

𝜁 dhe 𝜇. 

PЁRKUFIZIM  1.98. [2]  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar. Njё relacion ekuivalence 𝛾 nё 𝑆 

quhet: 

(𝑖) kongruencё e djathtё nё qoftё se 𝑎𝛾𝑏 sjell 𝑎𝑐𝑑𝛾𝑏𝑐𝑑  pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 

(𝑖𝑖) kongruencё e majtё nё qoftё se 𝑎𝛾𝑏 sjell 𝑐𝑑𝑎𝛾𝑐𝑑𝑏 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 

(𝑖𝑖) kongruencё laterale nё qoftё se 𝑎𝛾𝑏 sjell 𝑐𝑎𝑑𝛾𝑐𝑏𝑑 pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 
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(𝑖𝑖𝑖) kongruencё nё qoftё se 𝛾 ёshtё njёherёsh kongruencё e djathtё dhe e majtё nё 𝑆. 

Dy elementё 𝑎, 𝑏 tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhen ℒ˗ekuivalentё nё qoftё se ata gjenerojnё tё njёjtin ideal 

kryesor tё majtё tё 𝑆. Me fjalё tё tjera, ℒ ёshtё nёnbashkёsi e 𝑆𝑥𝑆 qё konsiston nё tё gjithё çiftet 

e radhitur (𝑎, 𝑏) tё tillё qё (𝑎)𝑙 = 𝑎 ∪ 𝑆𝑆𝑎 = 𝑏 ∪ 𝑆𝑆𝑏 = (𝑏)𝑙. Kjo do tё thotё qё 𝑎ℒ 𝑏 nё qoftё se 

dhe vetёm nё qoftё se ekzistojnё elementёt 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2 nё 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = 𝑠1𝑠2𝑏 dhe 𝑏 = 𝑡1𝑡2𝑎. 

Ёshtё e qartё qё ℒ ёshtё njё relacion ekuivalence nё 𝑆 i tillё qё 𝑎ℒ 𝑏 sjell 𝑎𝑐𝑑ℒ 𝑏𝑐𝑑 pёr çdo 𝑐, 𝑑 

tё 𝑆, domethёnё ℒ ёshtё kongruencё e djathtё nё 𝑆. Le tё jetё 𝐿𝑎 bashkёsia e tё gjithё elementёve 

tё 𝑆 tё cilёt janё ℒ˗ekuivalentё me 𝑎 nё 𝑆, domethёnё 𝐿𝑎 ёshtё klasa e ekuivalencёs modℒ qё 

pёrmban elementin 𝑎. Dy elementё 𝑎, 𝑏 tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhen ℳ˗ekuivalentё nё qoftё se 

ata gjenerojnё tё njёjtin ideal kryesor lateral tё 𝑆. Me fjalё tё tjera, ℳ ёshtё nёnbashkёsi e 𝑆𝑥𝑆 qё 

konsiston nё tё gjithё çiftet e radhitur (𝑎, 𝑏) tё tillё qё (𝑎)𝑡 = 𝑎 ∪ 𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆 = 𝑏 ∪ 𝑆𝑏𝑆 ∪

𝑆𝑆𝑏𝑆𝑆 = (𝑏)𝑡. Kjo do tё thotё qё 𝑎ℳ 𝑏 nё qoftё se dhe vetёm nё qoftё se ekzistojnё elementёt 

𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2 nё 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = 𝑠1𝑏𝑠2 dhe 𝑏 = 𝑡1𝑎𝑡2 ose 𝑎 = 𝑠1𝑠2𝑏𝑠3𝑠4 dhe 𝑏 = 𝑡1𝑡2𝑎𝑡3𝑡4 pёr 

𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 dhe 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4 nё 𝑆.. Ёshtё e qartё qё ℳ ёshtё njё relacion ekuivalence nё 𝑆 i tillё qё 

𝑎ℳ 𝑏 sjell 𝑐𝑎𝑑ℳ 𝑐𝑏𝑑 pёr çdo 𝑐, 𝑑 tё 𝑆, domethёnё ℳ ёshtё kongruencё laterale nё 𝑆 Le tё jetё 

𝑀𝑎 bashkёsia e tё gjithё elementёve tё 𝑆 tё cilёt janё ℳ˗ekuivalentё me 𝑎 nё 𝑆, domethёnё 𝑀𝑎 

ёshtё klasa e ekuivalencёs modℳ qё pёrmban elementin 𝑎. Dy elementё 𝑎, 𝑏 tё gjysmёgrupit 

ternar 𝑆 quhen ℛ˗ekuivalentё nё qoftё se ata gjenerojnё tё njёjtin ideal kryesor tё djathtё tё 𝑆. Me 

fjalё tё tjera,ℛ ёshtё nёnbashkёsi e 𝑆𝑥𝑆 qё konsiston nё tё gjithё çiftet e radhitur (𝑎, 𝑏) tё tillё qё 

(𝑎)𝑟 = 𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 = 𝑏 ∪ 𝑏𝑆𝑆 = (𝑏)𝑟. Kjo do tё thotё qё 𝑎ℛ 𝑏 nё qoftё se dhe vetёm nё qoftё se 

ekzistojnё elementёt 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2 nё 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = 𝑏𝑠1𝑠2 dhe 𝑏 = 𝑎𝑡1𝑡2. Ёshtё e qartё qё ℛ ёshtё 

njё relacion ekuivalence nё 𝑆 i tillё qё 𝑎ℛ 𝑏 sjell 𝑎𝑐𝑑ℛ 𝑏𝑐𝑑 pёr çdo 𝑐, 𝑑 tё 𝑆, domethёnё ℛ ёshtё 

kongruencё e djathtё nё 𝑆 Le tё jetё 𝑅𝑎 bashkёsia e tё gjithё elementёve tё 𝑆 tё cilёt janё 

ℛ˗ekuivalentё me 𝑎 nё 𝑆, domethёnё 𝑅𝑎 ёshtё klasa e ekuivalencёs modℛ qё pёrmban elementin 

𝑎.  

Prerja ℒ  ∩ ℛ = ℋ  e relacioneve tё ekuivalencёs ℒ dhe ℛ nё gjysmёgrupin ternar 𝑆 ёshtё relacion 

ekuivalence nё 𝑆. Ne do ta shёnojmё klasёn e ekuivalencёs modℋ qё pёrmban 𝑎 nё 𝑆 me 𝐻𝑎. 

Ёshtё evidente qё 𝐻𝑎 = 𝐿𝑎 ∩ 𝑅𝑎       (𝑎 ∈ 𝑆). 
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LEMЁ   1.99. Nё qoftё se elementёt 𝑎, 𝑎𝑠1𝑠2 [ 𝑠1𝑠2𝑎] tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 (𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆) i 

pёrkasin tё njёjtёs ℋ˗klasё 𝐻 tё 𝑆, atёherё 𝐻𝑠1𝑠2 = 𝐻 [ 𝑠1𝑠2𝐻 = 𝐻].  

VЁRTETIM.   Le tё jetё ℎ njё element i ℋ˗klasёs 𝐻. Meqenёse ℎ ∪ 𝑆𝑆ℎ = 𝑎 ∪ 𝑆𝑆𝑎 = 𝑎𝑠1𝑠2 ∪

𝑆𝑆𝑎𝑠1𝑠2 dhe ℎ𝑠1𝑠2 ∪ 𝑆𝑆ℎ𝑠1𝑠2 = 𝑎𝑠1𝑠2 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑠1𝑠2 ne kemi qё ℎ ∪ 𝑆𝑆ℎ = ℎ𝑠1𝑠2 ∪ 𝑆𝑆ℎ𝑠1𝑠2 . Nga 

ana tjetёr ℎ ∪ 𝑆𝑆ℎ = 𝑎 ∪ 𝑆𝑆𝑎 sjell qё ℎ = 𝑥𝑦𝑎 pёr 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆. Meqёnёse 𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 = 𝑎𝑠1𝑠2 ∪

𝑎𝑠1𝑠2𝑆𝑆 ne kemi qё 𝑥𝑦𝑎 ∪ 𝑥𝑦𝑎𝑆𝑆 = 𝑥𝑦𝑎𝑠1𝑠2𝑆𝑆 qё do tё thotё qё ℎ ∪ ℎ𝑆𝑆 = ℎ𝑠1𝑠2𝑆𝑆. Kёshtu 

𝐻𝑠1𝑠2  𝐻. Meqenёse ℎ ∪ ℎ𝑆𝑆 = ℎ𝑠1𝑠2𝑆𝑆 ekzistojnё elementёt 𝑡1, 𝑡2 nё 𝑆 tё tillё qё ℎ𝑠1𝑠2𝑡1𝑡2 =

ℎ. Elementёt ℎ𝑠1𝑠2 dhe ℎ𝑠1𝑠2𝑡1𝑡2 i pёrkasin 𝐻 nga pjesa e parё e vёrtetimit ne kemi qё 𝐻𝑡1𝑡2 ∈

𝐻. Sё fundmi ℎ ∪ 𝑆𝑆ℎ = ℎ𝑠1𝑠2 ∪ 𝑆𝑆ℎ𝑠1𝑠2 sjell ekzistencёn e 𝑥, 𝑦 nё 𝑆 tё tillё qё ℎ = 𝑥𝑦ℎ𝑠1𝑠2. 

Kёshtu ne kemi ℎ = 𝑥𝑦ℎ𝑠1𝑠2 = 𝑥𝑦ℎ𝑠1𝑠2𝑡1𝑡2𝑠1𝑠2 = ℎ𝑡1𝑡2𝑠1𝑠2 = ℎ𝑡1𝑡2𝑠1𝑠2 prandaj 𝐻  

𝐻𝑡1𝑡2𝑠1𝑠2  𝐻𝑠1𝑠2. Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet qё 𝑠1𝑠2𝐻 = 𝐻. 

TEOREMЁ  1.100.  Nё qoftё se 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 atёherё 𝑎𝑠𝑏 ∈ 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 sjell 𝑎𝑠𝐻𝑏 = 𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝑥𝑠𝐻𝑏 =

𝐻𝑎𝑠𝑦 = 𝐻𝑎𝑠𝐻𝑏 = 𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 ku 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑥 ∈ 𝐻𝑎 dhe 𝑦 ∈ 𝐻𝑏. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё ℎ njё element çfarёdo i ℋ˗klasёs 𝐻𝑎. Atёherё 𝑎𝑠𝑏 ∈ 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 dhe ℎ ∪

𝑆𝑆ℎ = 𝑎 ∪ 𝑆𝑆𝑎 sjellin ℎ𝑠𝑏ℒ𝑎𝑠𝑏ℒb. Nga ana tjetёr ℎℒ 𝑎 sjell qё ℎ = 𝑠1𝑠2𝑎 pёr 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. 

Gjithashtu 𝑎ℛ𝑎𝑠𝑏 sjell qё 𝑠1𝑠2𝑎ℛ 𝑠1𝑠2(𝑎𝑠𝑏) = (𝑠1𝑠2𝑎 )𝑠𝑏 = ℎ𝑠𝑏. Kёshtu ℎ𝑠𝑏 ∈ 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 gjё qё 

sjell 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏. Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet qё 𝑎𝑠𝐻𝑏  𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏. Tё tregojmё tani qё 

𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏. Le tё jetё 𝑐 ∈ 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏. Atёherё 𝑐ℒ 𝑏ℒ 𝑎𝑠𝑏 dhe 𝑐ℛ 𝑎ℛ 𝑎𝑠𝑏. Kёshtu 𝑐 ∈ 𝐻𝑎𝑠𝑏 

gjё qё tregon qё 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏  𝐻𝑎𝑠𝑏. 

Anasjelltas, nё qoftё se 𝑑 ∈ 𝐻𝑎𝑠𝑏 atёherё 𝑑ℒ 𝑎𝑠𝑏ℒ 𝑏 dhe 𝑑ℛ 𝑎𝑠𝑏ℛ 𝑎 qё nga 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏. 

Nё qoftё se 𝑥 ∈ 𝐻𝑎  dhe 𝑦 ∈ 𝐻𝑏 atёherё 𝑥ℒ 𝑎 dhe 𝑦ℛ 𝑏 sjellin qё 𝑥𝑠𝑦ℒ 𝑎𝑠𝑦 dhe 𝑥𝑠𝑦ℛ 𝑥𝑠𝑏. 

Meqenёse 𝑦 ∈ 𝐻𝑏, 𝑎𝑠𝐻𝑏  𝐿𝑏, 𝑥 ∈ 𝐻𝑎 dhe 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝑅𝑎 kemi qё 𝑥𝑠𝑦ℒ 𝑎𝑠𝑦ℒ 𝑏 dhe 𝑥𝑠𝑦ℛ 𝑥𝑠𝑏ℛ 𝑎. 

Kёshtu 𝑥𝑠𝑦 ∈ 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 qё nga 𝐻𝑎𝑠𝐻𝑏  𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏.Tё tregojmё qё 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝐻𝑎𝑠𝑏 dhe 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝑎𝑠𝐻𝑏. 

Meqenёse 𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 kemi qё 𝑎𝑠𝑏 ∈ 𝑅𝑎 qё nga ekzistojnё 𝑚, 𝑘 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = (𝑎𝑠𝑏)𝑘𝑚 

qё nga 𝑎𝑠𝑏 = [(𝑎𝑠𝑏)𝑘𝑚]𝑠𝑏. Le tё jetё 𝑛 njё element çfarёdo i 𝐻𝑎𝑠𝑏. Atёherё 𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝑅𝑎𝑠𝑏 ∩ 𝐿𝑎𝑠𝑏 

sjell qё 𝑛ℒ 𝑎𝑠𝑏 qё nga 𝑛𝑘𝑚ℒ (𝑎𝑠𝑏)𝑘𝑚. Kёshtu 𝑛𝑘𝑚ℒ 𝑎 qё do tё thotё qё 𝑛𝑘𝑚 ∈ 𝐿𝑎. Meqenёse 

𝑛ℒ 𝑎𝑠𝑏 ekzistojnё 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑛 = 𝑝𝑞(𝑎𝑠𝑏). Shёnojmё 𝑟 = 𝑛𝑘𝑚. Atёherё 𝑟𝑠𝑏 =

(𝑛𝑘𝑚)𝑠𝑏 = ((𝑝𝑞(𝑎𝑠𝑏))𝑘𝑚) 𝑠𝑏 = 𝑝𝑞((𝑎𝑠𝑛)𝑘𝑚)𝑠𝑏 = (𝑝𝑞𝑎)𝑠𝑏 = 𝑝𝑞(𝑎𝑠𝑛) = 𝑛. Barazimet 
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𝑟 = 𝑛𝑘𝑚 dhe 𝑛 = 𝑟𝑠𝑏 sjellin qё 𝑟ℛ 𝑛. Meqenёse 𝑛 ∈ 𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 kemi qё 𝑛ℛ 𝑎. Atёherё 

𝑟ℛ 𝑎. Kёshtu 𝑟 = 𝑛𝑘𝑚 ∈ 𝑅𝑎. Nga 𝑛𝑘𝑚 ∈ 𝐿𝑎 dhe 𝑛𝑘𝑚 ∈ 𝑅𝑎 rrjedh qё 𝑛𝑘𝑚 ∈ 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑎 = 𝐻𝑎. 

Kёshtu 𝑛 = 𝑟𝑠𝑏 = (𝑛𝑘𝑚)𝑠𝑏 ∈ 𝐻𝑎𝑠𝑏 qё nga 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝐻𝑎𝑠𝑏. Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet qё 

𝐻𝑎𝑠𝑏  𝑎𝑠𝐻𝑏. Kёshtu, nga 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝐻𝑎𝑠𝐻𝑏  𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 = 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝐻𝑎𝑠𝑏 dhe 𝑎𝑠𝐻𝑏  𝐻𝑎𝑠𝐻𝑏  𝑅𝑎 ∩

𝐿𝑏 = 𝐻𝑎𝑠𝑏  𝑎𝑠𝐻𝑏 rrjedh qё 𝑎𝑠𝐻𝑏 = 𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝐻𝑎𝑠𝑏 = 𝐻𝑎𝑠𝐻𝑏 = 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏. Gjithashtu 𝑥𝑠𝑦 ∈ 𝑅𝑎 ∩

𝐿𝑏 pёr çdo element  𝑥 ∈ 𝐻𝑎 dhe 𝑦 ∈ 𝐻𝑏. Nga 𝐻𝑎 = 𝐻𝑥, 𝑅𝑎 = 𝑅𝑥, 𝐻𝑏 = 𝐻𝑦 dhe 𝐿𝑏 = 𝐿𝑦 rrjedh qё 

𝑥𝑠𝑦 ∈ 𝑅𝑥 ∩ 𝐿𝑦 dhe 𝑥 ∈ 𝐻𝑏 = 𝑥𝑠𝐻𝑦 = 𝑅𝑥 ∩ 𝐿𝑦 = 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 = 𝐻𝑥𝑠𝑦 = 𝐻𝑎𝑠𝑦. 

Tani le tё kthehemi tek teoria e pёrgjithshme e relacioneve binare nё bashkёsinё 𝑋. Nё qoftё se 

𝜌 𝑑ℎ𝑒 𝜎 janё relacione (binare) nё 𝑋, atёherё kompozimi 𝜌 𝑜 𝜎 i 𝜌 dhe 𝜎 pёrcaktohet si vijon: 

𝑎𝜌 𝑜 𝜎𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋) nё qoftё se ekziston njё element 𝑥 nё 𝑋 i tillё qё 𝑎𝜌𝑥 dhe 𝑥𝜎𝑏. Ёshtё e qartё 

qё  𝜄 𝑜 𝜌 = 𝜌 𝑜 𝜄 = 𝜌 dhe ◻ 𝑜 𝜌 = 𝜌 𝑜 ◻=◻ . Nё qoftё se 𝜁 ёshtё njё relacion ekuivalence nё 𝑋, 

atёherё 𝜁𝑜 𝜁 = 𝜁. Tregohet lehtё qё: 𝜌  𝜎 sjell qё 𝜌 𝑜 𝜏  𝜎 𝑜 𝜏 dhe 𝜏 𝑜 𝜌  𝜏 o 𝜎. Rezultati i 

mirёnjohur qё vijon ёshtё shumё i rёndёsishёm. 

LEMЁ   1.101.   Nё qoftё se 𝜚 dhe 𝜂 janё relacione ekuivalence nё bashkёsinё 𝑋, dhe 𝜚 𝑜 𝜂 =

𝜂 𝑜 𝜚 atёherё 𝜚 𝑜 𝜂 ёshtё njё relacion ekuivalence nё 𝑋 me vetinё 𝜚 𝑜 𝜂 = 𝜂 𝑜 𝜚 = 𝜚   𝜂.     

VЁRTETIM.   Ёshtё e qartё qё 𝜚 𝑜 𝜂 ёshtё reflektiv. Supozojmё qё 𝑎𝜚 𝑜 𝜂𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋). Atёherё 

ekziston njё element 𝑥 nё 𝑋 i tillё qё 𝑎𝜚𝑥 dhe 𝑥𝜂𝑏. Kjo sjell 𝑏𝜂𝑥 dhe 𝑥𝜚𝑎 domethёnё 𝑏𝜂 𝑜 𝜚𝑎 qё 

nga 𝑏𝜚 𝑜 𝜂𝑎. Supozojmё qё 𝑎𝜚 𝑜 𝜂𝑏 dhe 𝑏𝜚 𝑜 𝜂𝑐 (𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋). Atёherё 𝑎(𝜚 𝑜 𝜂) 𝑜 (𝜚 𝑜 𝜂)𝑐 qё nga 

𝑎𝜚 𝑜 𝜚 𝑜 𝜂 𝑜 𝜂𝑐 domethёnё 𝑎𝜚 𝑜 𝜂𝑐. Kёshtu 𝜚 𝑜 𝜂 ёshtё njё relacion ekuivalence i tillё qё 𝜚  

𝜚 𝑜 𝜂 dhe 𝜂  𝜚 𝑜 𝜂 qё nga 𝜚  𝜂  𝜚 𝑜 𝜂. Nga ana tjetёr 𝜚 𝑜 𝜂  (𝜚  𝜂) 𝑜 (𝜚  𝜂) = 𝜚  𝜂 

domethёnё 𝜚 𝑜 𝜂 = 𝜂 𝑜 𝜚 = 𝜚  𝜂. 

Bashkimi ℒ ∪ℛ i relacioneve tё Grinit ℒ dheℛ nё gjysmёgrupin ternar 𝑆 nё pёrgjithёsi nuk ёshtё 

relacion ekuivalence nё 𝑆. Superiori ℒ ℛ = 𝒟 i  ℒ dheℛ ёshtё relacioni i ekuivalencёs mё i 

vogёl nё 𝑆 qё pёrmban ℒ dhe ℛ domethёnё 𝒟 ёshtё prerja e tё gjitha relacioneve tё ekuivalencёs 

nё 𝑆 qё pёrmbajnё  ℒ dhe ℛ. Le tё japim tani rezultatin e rёndёsishёm qё vijon:  

LEMЁ   1.102.   Le tё jenё ℒ, ℛ dhe 𝒟 = ℒ  ℛ relacionet e Grinit nё gjysmёgrupin ternar 𝑆. 

Atёherё 𝒟 = ℒ 𝑜 ℛ = ℛ o ℒ.   
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VЁRTETIM.   Nё bazё tё Lemёs 1.69 ne duhet tё tregojmё qё ℒ 𝑜 ℛ = ℛ o ℒ. Nё qoftё se 𝑎ℒ 

𝑜 ℛ𝑏 (𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆) atёherё ekziston njё element 𝑐 nё 𝑆 i tillё qё 𝑎ℒ𝑐 dhe 𝑐ℛ𝑏. Kjo do tё thotё qё 

𝑎 ∪ 𝑆𝑆𝑎 = 𝑐 ∪ 𝑆𝑆𝑐 dhe 𝑐 ∪ 𝑐𝑆𝑆 = 𝑏 ∪ 𝑏𝑆𝑆 qё nga 𝑎 = 𝑥1𝑥2𝑐 dhe 𝑏 = 𝑐𝑦1𝑦2 pёr 𝑥, 𝑦 nё 𝑆. 

Kёshtu kemi 𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 = 𝑥𝑐 ∪ 𝑥𝑐𝑆𝑆 = 𝑥𝑏 ∪ 𝑥𝑏𝑆𝑆 = 𝑥𝑐𝑦 ∪ 𝑥𝑐𝑦𝑆𝑆 dhe 𝑥𝑐𝑦 ∪ 𝑥𝑐𝑦𝑆𝑆 = 𝑎𝑦 ∪

𝑎𝑦𝑆𝑆 = 𝑐𝑦 ∪ 𝑐𝑦𝑆𝑆 = 𝑏 ∪ 𝑏𝑆𝑆 qё nga 𝑎ℛ𝑥𝑐𝑦 dhe 𝑥𝑐𝑦ℒ𝑏 domethёnё 𝑎ℛ o ℒ𝑏. Kёshtu marrim 

qё ℒ 𝑜 ℛ  ℛ o ℒ. Meqenёse pёrfshierja ℛ o ℒ  ℒ 𝑜 ℛ mund tё provohet nё mёnyrё tё 

ngjashme, atёherё ℒ 𝑜 ℛ = ℛ o ℒ .   

 

1.4   GJYSMЁGRUPET TERNARE TЁ RREGULLT 

Në këtë pjesë do të japim disa veti kryesore të gjysmëgrupeve ternare të rregullt  me anë të disa 

nocioneve, teoremave dhe pohimeve siç do të shohim në vijim. 

PЁRKUFIZIM  1.103. [1]   Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 quhet i regullt nё qoftё se pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 

ekzistojnё 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎.    

Ёshtё e qartё qё njё gjysmёgrup ternar i rregullt 𝑆 plotёson kushtin 𝑆𝑆𝑆 = 𝑆.  

POHIM  1.104.   Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 ёshtё i rregullt vetёm atёherё kur pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 

ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = (𝑎𝑥1𝑥2)(𝑦1𝑎𝑦2)(𝑧1𝑧2𝑎).    

VЁRTETIM.   Meqenёse gjysmёgrupi ternar 𝑆 ёshtё i rregullt kemi qё pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎. Gjithashtu, meqenёse 𝑆 ёshtё i rregullt ai plotёson kushtin 𝑆𝑆𝑆 =

𝑆. Kёshtu, pёr elementin 𝑥 ∈ 𝑆 ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑥 = 𝑥1𝑥2𝑦1. Po kёshtu, pёr 𝑦 ∈

𝑆 ekzistojnё 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑦 = 𝑦2𝑧1𝑧2.Atёherё 𝑎 = 𝑎(𝑥1𝑥2𝑦1)𝑎(𝑦2𝑧1𝑧2)𝑎 =

(𝑎𝑥1𝑥2)(𝑦1𝑎𝑦2)(𝑧1𝑧2𝑎). 

Anasjelltas, pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎 =

(𝑎𝑥1𝑥2)(𝑦1𝑎𝑦2)(𝑧1𝑧2𝑎). Atёherё 𝑎 = 𝑎(𝑥1𝑥2𝑦1)𝑎(𝑦2𝑧1𝑧2)𝑎. Shёnojmё 𝑥 = 𝑥1𝑥2𝑦1 dhe 𝑦 =

𝑦2𝑧1𝑧2. Kёshtu 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎 qё nga 𝑆 ёshtё i rregullt.    

TEOREMЁ  1.105. [1]    Nё njё gjysmёgrup ternar 𝑆 pohimet e mёposhtme janё ekuivalente: 
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(𝑖) 𝑆 ёshtё i rregullt 

(𝑖𝑖) Pёr çdo ideal tё djathtё 𝑅, ideal lateral 𝑀 dhe ideal tё majtё 𝐿 tё 𝑆, 𝑅𝑀𝐿 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 

(𝑖𝑖𝑖) (𝑎)(𝑏)(𝑐) = (𝑎) ∩ (𝑏) ∩ (𝑐) pёr çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 

(𝑖𝑣) Pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆, (𝑎)𝑟(𝑎)𝑚(𝑎)𝑙 = (𝑎)𝑟 ∩ (𝑎)𝑚 ∩ (𝑎)𝑙 

VЁRTETIM.   (𝑖) sjell (𝑖𝑖) Nё bazё tё Pohimit 1.47  𝑅𝑀𝐿  𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. Nё qoftё se 𝑆 ёshtё i 

rregullt dhe 𝑎 ∈ 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 atёherё ekzistojnё 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎 =

(𝑎𝑥1𝑥2)(𝑦1𝑎𝑦2)(𝑧1𝑧2𝑎). Kёshtu 𝑎 ∈ 𝑅𝑀𝐿. 

(𝑖𝑖) sjell (𝑖𝑖𝑖) dhe (𝑖𝑖𝑖) sjell (𝑖𝑣) janё evidente.  

(𝑖𝑣) sjell (𝑖) Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑆. Meqenёse 𝑎 ∈ (𝑎)𝑟 ∩ (𝑎)𝑚 ∩ (𝑎)𝑙 atёherё 𝑎 = 𝑎1𝑎2𝑎3 ku 𝑎1 = 𝑎 

ose 𝑎1 = 𝑎𝑥1𝑥2, 𝑎2 = 𝑎 ose 𝑎2 = 𝑦1𝑎𝑦2 ose 𝑎2 = 𝑢1𝑢2𝑎𝑢3𝑢4 dhe 𝑎3 = 𝑎 ose 𝑎3 = 𝑧1𝑧2𝑎. 

Supozojmё sё pari qё 𝑎2 = 𝑢1𝑢2𝑎𝑢3𝑢4. Atёherё 𝑎 = 𝑎1𝑎2𝑎3 = 𝑎1𝑢1𝑢2𝑎𝑢3𝑢4𝑎3 =

(𝑎1𝑢1𝑢2)𝑎(𝑢3𝑢4𝑎3) = 𝑣1𝑎𝑣2 pёr 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑆. Kёshtu 𝑎2 = 𝑢1𝑢2𝑎𝑢3𝑢4 = 𝑢1𝑢2𝑣1𝑎𝑣2𝑢3𝑢4 =

(𝑢1𝑢2𝑣1)𝑎(𝑣2𝑢3𝑢4) = 𝑦1𝑎𝑦2 pёr 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆. Nё rastin kur 𝑎𝑖 = 𝑎  (𝑖 = 1,2,3) vёmё re qё 𝑎𝑖 =

𝑎1𝑎2𝑎3. Kjo do tё thotё qё nё tё gjitha rastet kemi 𝑎1 = 𝑎𝑥1𝑥2, 𝑎2 = 𝑦1𝑎𝑦2 dhe 𝑎3 = 𝑧1𝑧2𝑎. Qё 

kёtej rrjedh rezultati i dёshiruar.  

PЁRKUFIZIM  1.106. [1]    Njё ideal 𝐼 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet i rregullt nё qoftё se 𝐼 ∪

𝑅𝑀𝐿 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 pёr çdo ideal tё djathtё 𝑅  𝐼, ideal lateral 𝑀  𝐼, ideal tё majtё 𝐿  𝐼. 

Vёrejmё qё 𝑆 ёshtё gjithnjё ideal i rregullt. Çdo ideal qё pёrmban njё ideal tё rregullt ёshtё 

gjithashtu ideal i rregullt. Nё qoftё se pёr ndonjё ideal tё djathtё 𝑅, ideal lateral 𝑀 dhe ideal tё 

majtё 𝐿, 𝑅𝑀𝐿 pёrmban njё ideal tё rregullt, atёherё 𝑅𝑀𝐿 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. Gjithashtu, pёr çdo tre 

ideale 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 tё tillё qё 𝐼1𝐼2𝐼3 pёrmban njё ideal tё rregullt kemi 𝐼𝜎(1)𝐼𝜎(2)𝐼𝜎(3) = 𝐼1 ∩ 𝐼2 ∩ 𝐼3. Nё 

vijim do tё vёrtetojmё disa pohime dhe teorema tё formuluar nga [1]. 

TEOREMЁ  1.107.   Le tё jetё 𝐼 njё ideal i rregullt i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Nё qoftё se pёr ndonjё 

ideal tё djathtё 𝑅, ideal lateral 𝑀 dhe ideal tё majtё 𝐿 tё 𝑆, 𝑅𝑀𝐿  𝐼 atёherё 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿  𝐼. 

VЁRTETIM.   Supozojmё qё 𝑅𝑀𝐿  𝐼 dhe 𝐼 ёshtё ideal i rregullt. Atёherё 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿  

(𝐼 ∪ 𝑅)𝑟 ∩ (𝐼 ∪ 𝑀)𝑚 ∩ (𝐼 ∪ 𝐿)𝑙 = 𝐼 ∪ ((𝐼 ∪ 𝑅)𝑟(𝐼 ∪ 𝑀)𝑚(𝐼 ∪ 𝐿)𝑙) = 𝐼 ∪ (𝐼(𝐼 ∪ 𝑀)𝑚(𝐼 ∪

𝐿)𝑙)(𝑅𝐼(𝐼 ∪ 𝐿)𝑙) ∪ 𝑅𝑀𝐼 ∪ 𝑅𝑀𝐿  𝐼.  
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POHIM  1.108.  [21] Çdo ideal i rregullt dhe fortёsisht jo i reduktueshёm ёshtё prim. 

VЁRTETIM. Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar dhe 𝐼 njё ideal i rregullt dhe fortёsisht jo i 

reduktueshёm i 𝑆. Le tё jetё 𝐼1𝐼2𝐼3  𝐼. Atёherё 𝐼1𝐼2𝐼3 ∪  𝐼 = 𝐼. Gjithashtu, meqenёse 𝐼 ёshtё ideal 

i rregullt kemi qё 𝐼1𝐼2𝐼3 ∪  𝐼 = 𝐼1 ∩ 𝐼2 ∩ 𝐼3  𝐼 dhe meqenёse 𝐼 ёshtё fortёsisht jo i reduktueshёm 

kemi qё 𝐼1  𝐼 ose 𝐼2  𝐼 ose 𝐼3  𝐼 qё nga 𝐼 ёshtё ideal prim.   

POHIM  1.109. [21]  Çdo ideal i rregullt ёshtё semiprim. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar dhe 𝐼 njё ideal i rregullt i 𝑆. Le tё jetё 𝐽𝐽𝐽  𝐼. 

Atёherё 𝐽𝐽𝐽 ∪ 𝐼 = 𝐼. Meqenёse 𝐼 ёshtё ideal i rregullt kemi qё 𝐽𝐽𝐽 ∪ 𝐼 = 𝐽 ∩ 𝐽 ∩ 𝐽 = 𝐽  𝐼 qё nga 

𝐼 ёshtё ideal semiprim.   

LEMЁ   1.110.  [21]  Le tё jetё 𝛷 ∶ 𝑆 → 𝑇 njё homomorfizёm injektiv i gjysmёgrupit ternar tё 

rregullt 𝑆 nё gjysmёgrupin ternar 𝑇. Atёherё im𝛷 ёshtё i rregullt. Nё qoftё se 𝑓 ёshtё njё element 

idempotent nё im𝛷 atёherё ekziston njё element idempotent 𝑒 nё 𝑆 i tillё qё 𝛷(𝑒) = 𝑓.     

VЁRTETIM.   Pёr çdo 𝑧 ∈ im𝛷, 𝑧 = 𝛷(𝑎) pёr 𝑎 ∈ 𝑆. Meqenёse 𝑆 ёshtё i rregullt kemi qё 

ekzistojnё 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎. Atёherё 𝛷(𝑎) = 𝛷(𝑎)𝛷(𝑥)𝛷(𝑎)𝛷(𝑦)𝛷(𝑎) sepse 𝛷 

ёshtё homomorfizёm. Kёshtu 𝑧 = 𝑧𝑢𝑧𝑣𝑧 ku 𝑢 = 𝛷(𝑥) dhe 𝑣 = 𝛷(𝑦). Kjo tregon qё im𝛷 ёshtё i 

rregullt. Le tё jetё tani 𝑓 njё element idempotent i im𝛷. Atёherё 𝑓𝑓𝑓 = 𝑓 dhe ekziston 𝑒 ∈ 𝑆 i tillё 

qё 𝛷(𝑒) = 𝑓. Kёshtu 𝑓 = 𝛷(𝑒)𝛷(𝑒)𝛷(𝑒) = 𝛷(𝑒𝑒𝑒) dhe meqenёse 𝛷 ёshtё injektiv 𝑒𝑒𝑒 = 𝑒.  
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KAPITULLI  2 

KUAZI-IDEALET DHE BI-IDEALET NЁ GJYSMЁGRUPET TERNARE 

Nё kёtё kapitull paraqitet kuptimi i kuazi-idealit nё njё gjysmёgrup ternar si dhe disa veti lidhur 

me kuazi-idealet. Gjithashtu ne do tё pёrgjithёsojmё konceptin e kuazi˗idealit duke futur konceptin 

e bi-idealit në një gjysmëgrup ternar si dhe duke dhënë disa veti që paraqiten nëpërmjet disa 

pohimeve dhe teoremave në vijim. 

2.1   KUAZI-IDEALET  NЁ  GJYSMЁGRUPET TERNARE 

Këtu do shohim përkufizimin e kuazi-idealit në një gjysmëgrup ternar si dhe disa karakterizime 

bazë të tyre. 

PЁRKUFIZIM  2.0. [1]   Njё nёnbashkёsi jo˗boshe 𝑄 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 quhet kuazi˗ideal i 

𝑆  nё qoftё se 𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑄  𝑄 dhe 𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑄  𝑄.   

POHIM  2.1. [22]  Çdo ideal i majtё 𝐿 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝐿𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝐿𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝐿. Qё kёtej 𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝐿. Nga ana tjetёr 𝑆𝑆𝐿  𝐿 sepse 

𝐿 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. Kёshtu 𝑎 ∈ 𝐿 qё nga 𝐿𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝐿𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝐿  𝐿. Qё kёtej ёshtё e qartё qё 

𝐿𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝐿𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝐿  𝐿.   

Nё mёnyrё tё ngjashme vёrtetohet pohimi:    

POHIM  2.2. [22]  Çdo ideal i djathtё 𝑅 [ ideal lateral 𝑀, ideal 𝐼 ] i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё 

kuazi˗ideal i 𝑆. 

POHIM  2.3. [22]  Nё qoftё se 𝑆 ёshtё njё gjysmёgrup ternar me 0 ateherё çdo kuazi˗ideal 𝑄 i 𝑆 

e pёrmban 0.   

VЁRTETIM.    Pёr çdo 𝑘 ∈ 𝑄, 0 = 00𝑘 = 0𝑘0 = 𝑘00 ∈ 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆  𝑄. 

Nё qoftё se 𝑆 ёshtё njё gjysmёgrup ternar pa 0, atёherё njё kuazi˗ideal 𝑄 quhet i mirёfilltё nё qoftё 

se 𝑄 ≠ 𝑆.  
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POHIM  2.4.  [22] Çdo kuazi˗ideal Q i gjysmёgrupit ternar S ёshtё nёngjysmёgrup ternar i S.   

VЁRTETIM.   𝑄3  𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑄  𝑄 sepse 𝑄 ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆.   

POHIM  2.5. [22]  Prerja e idealit tё djathtё 𝑅, idealit lateral 𝑀 dhe idealit tё majtё 𝐿 tё 

gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.  Nga Pohimi 1.47 𝑅𝑀𝐿  𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. Kёshtu, prerja 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 nuk ёshtё boshe. 

Meqenёse (𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆𝑆 ∩ 𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆 ∩ 𝑆𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)  𝑅𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑀𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝐿  𝑅 ∩ 𝑀 ∩

𝐿 dhe (𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆𝑆 ∩ 𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆 ∩ 𝑆𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)  𝑅𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑀𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝐿  𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 

kemi qё 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆.   

POHIM  2.6.   [22] Prerja e kuazi˗idealit Q dhe e nёngjysmёgrupit ternar T tё njё gjysmёgrupi 

ternar S ose ёshtё boshe ose ёshtё kuazi˗ideal i T.    

VЁRTETIM.   Nё qoftё se 𝑇 ∩ 𝑄 nuk ёshtё boshe, atёherё 𝑇 ∩ 𝑄  ёshtё njё nёnbashkёsi e 𝑇 e tillё 

qё(𝑇 ∩ 𝑄 )𝑇𝑇 ∩ 𝑇(𝑇 ∩ 𝑄 )𝑇 ∩ 𝑇𝑇(𝑇 ∩ 𝑄 )  𝑇3  𝑇 dhe(𝑇 ∩ 𝑄 )𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑇(𝑇 ∩ 𝑄 )𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑇(𝑇 ∩

𝑄 )  𝑇3  𝑇  si dhe(𝑇 ∩ 𝑄 )𝑇𝑇 ∩ 𝑇(𝑇 ∩ 𝑄 )𝑇 ∩ 𝑇𝑇(𝑇 ∩ 𝑄 )  𝑄𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑄𝑇 ∩ 𝑇𝑇𝑄  𝑄 dhe(𝑇 ∩

𝑄 )𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑇(𝑇 ∩ 𝑄 )𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑇(𝑇 ∩ 𝑄 )  𝑄𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑇𝑄𝑇𝑇 ∩ 𝑇𝑇𝑄  𝑄. Kёto sjellin qё  𝑇 ∩ 𝑄  ёshtё 

kuazi˗ideal i 𝑇.   

POHIM  2.7. [22] Prerja e njё kuazi˗ideali 𝑄 dhe e njё nёngjysmёgrupi ternar 𝐵 me 0 tё njё 

gjysmёgrupi ternar 𝑆 me 0, ёshtё kuazi˗ideal i 𝐵.  

Vёrtetimi ёshtё i ngjashёm me atё tё Pohimit 2.6.  

POHIM  2.8.  [22]  Le tё jetё 𝑒 njё element idempotent i gjysmёgrupit ternar 𝑆 

dhe 𝑅, 𝑀, 𝐿 pёrkatёsisht ideal i djathtё, lateral dhe i majtё i 𝑆. Atёherё 𝑅𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝐿 dhe 𝑒𝑒𝑀𝑒𝑒 janё 

kuazi-ideale tё 𝑆. 

VЁRTETIM.   Mjafton tё provojmё relacionet 𝑅𝑒𝑒 = 𝑅 ∩ (𝑆𝑒𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑒𝑒, 𝑒𝑒𝐿 = 𝑒𝑒𝑆 ∩

(𝑆𝑒𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆) ∩ 𝐿 dhe 𝑒𝑒𝑀𝑒𝑒 = 𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑀 ∩ 𝑆𝑆𝑒. Le tё jetё 𝑥 ∈ 𝑅𝑒𝑒.Atёherё 𝑥 = 𝑎𝑒𝑒, 𝑎 ∈

𝑅.Kёshtu 𝑥 ∈ 𝑅 dhe 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑒.Gjithashtu 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑆 dhe 𝑥 = 𝑎𝑒𝑒 = 𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 ∈ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆. Kjo do tё thotё 

qё 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆. Pra 𝑥 ∈ 𝑅 ∩ (𝑆𝑒𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑒𝑒 qё nga 𝑅𝑒𝑒  𝑅 ∩ (𝑆𝑒𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆) ∩
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𝑆𝑒𝑒.Le tё jetё tani 𝑥 ∈ 𝑅 ∩ (𝑆𝑒𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑒𝑒. Kjo do tё thotё qё 𝑥 ∈ 𝑅 ∩ 𝑆𝑒𝑒 dhe 𝑥 ∈ 𝑆𝑒𝑆 ∪

𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆.Atёherё 𝑥 = 𝑎𝑒𝑒, 𝑎 ∈ 𝑆.Kёshtu 𝑥 = 𝑎𝑒𝑒 = 𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑥𝑒𝑒 ∈ 𝑅𝑒𝑒.Kjo do tё thotё qё 𝑅 ∩

(𝑆𝑒𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑒𝑒  𝑅𝑒𝑒.Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet barazimi 𝑒𝑒𝐿 = 𝑒𝑒𝑆 ∩ (𝑆𝑒𝑆 ∪

𝑆𝑆𝑒𝑆𝑆) ∩ 𝐿. Tё tregojmё tani barazimin 𝑒𝑒𝑀𝑒𝑒 = 𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑀 ∩ 𝑆𝑆𝑒. Le tё jetё 𝑥 ∈ 𝑒𝑒𝑀𝑒𝑒. 

Atёherё 𝑥 = 𝑒𝑒𝑎𝑒𝑒, 𝑎 ∈ 𝑀. Kёshtu 𝑥 ∈ 𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑒 dhe 𝑥 ∈ 𝑀. Kjo do tё thotё qё 𝑥 ∈ 𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑀 ∩

𝑆𝑆𝑒 qё nga 𝑒𝑒𝑀𝑒𝑒  𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑀 ∩ 𝑆𝑆𝑒.  Le tё jetё tani 𝑥 ∈ 𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑀 ∩ 𝑆𝑆𝑒. Qё kёtej kemi qё 𝑥 ∈

𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑒 dhe 𝑥 ∈ M. Kёshtu dhe 𝑥 = 𝑒𝑎𝑏 dhe 𝑥 = 𝑐𝑑𝑒 ku 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆.Atёherё 𝑒𝑒𝑥𝑒𝑒 =

𝑒𝑒𝑒𝑎𝑏𝑒𝑒 = 𝑒𝑎𝑏𝑒𝑒 = 𝑐𝑑𝑒𝑒𝑒 = 𝑐𝑑𝑒 = 𝑥 qё nga 𝑥 ∈ 𝑒𝑒𝑀𝑒𝑒.Kёshtu 𝑒𝑆𝑆 ∩ 𝑀 ∩ 𝑆𝑆𝑒  𝑒𝑒𝑀𝑒𝑒.       

POHIM  2.9.  [22] Çdo kuazi˗ideal 𝑄 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё prerje e idealit tё majtё 𝑄 ∪

𝑆𝑆𝑄, idealit lateral 𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆 dhe idealit tё djathtё 𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆 tё 𝑆.       

VЁRTETIM.  Pёrfshierja 𝑄 (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆) ёshtё evidente. 

Anasjelltas, le tё jetё 𝑎 njё element i prerjes (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆). 

Meqenёse 𝑄 ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆, rasti i dytё sjell qё 𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑄 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑄𝑆𝑆  𝑄. 

Kёshtu (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆)  𝑄.   

POHIM  2.10. [22]  Njё nёnbashkёsi jo˗boshe e gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆 vetёm 

atёherё kur ajo ёshtё prerje e njё ideali tё majtё, lateral dhe tё djathtё tё 𝑆.   

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝐿 = ⋃ (𝑞)𝑙𝑞∈𝑄 . Pёr çdo 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 dhe pёr çdo 𝑎 ∈ 𝐿 kemi qё 𝑎 ∈ (𝑞)𝑙 

pёr ndonjё 𝑞 ∈ 𝑄. Nё qoftё se 𝑎 = 𝑞 atёherё 𝑠1𝑠2𝑎 = 𝑠1𝑠2𝑞 ∈ (𝑞)𝑙  ⋃ (𝑞)𝑙𝑞∈𝑄 = 𝐿. Nё qoftё 

se 𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑞 kemiqё 𝑎 = 𝑠3𝑠4𝑞 ku 𝑠3, 𝑠4 ∈ 𝑆.Kёshtu 𝑠1𝑠2𝑎 = 𝑠1𝑠2(𝑠3𝑠4𝑞) = ( 𝑠1𝑠2𝑠3)𝑠4𝑞 ∈

𝑆𝑆𝑞  (𝑞)𝑙   ⋃ (𝑞)𝑙𝑞∈𝑄 = 𝐿. Kёshtu 𝐿 ёshtё ideal i majtё i 𝑆. Tani le tё jetё 𝑀 = ⋃ (𝑞)𝑡𝑞∈𝑄 . Pёr 

çdo 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 dhe pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑀 kemi qё 𝑎 ∈ (𝑞)𝑡 pёr ndonjё 𝑞 ∈ 𝑄. Nё qoftё se 𝑎 = 𝑞 atёherё 

𝑠1𝑎𝑠2 = 𝑠1𝑞𝑠2 ∈ 𝑆𝑞𝑆  (𝑞)𝑡  ⋃ (𝑞)𝑡𝑞∈𝑄 = 𝑀.Nёqoftёse 𝑎 ∈ 𝑆𝑞𝑆atёherё 𝑎 = 𝑠3𝑞𝑠4 ku 𝑠3, 𝑠4 ∈

𝑆. Atёherё 𝑠1𝑎𝑠2 = 𝑠1(𝑠3𝑞𝑠4)𝑠2 ∈ 𝑆𝑆𝑞𝑆𝑆   (𝑞)𝑡  𝑀.Nё qoftё se 𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑞𝑆𝑆 atёherё 𝑎 =

𝑠3𝑠4𝑞𝑠5𝑠6. Kёshtu𝑠1𝑎𝑠2 = 𝑠1(𝑠3𝑠4𝑞𝑠5𝑠6)𝑠2 = (𝑠1𝑠3𝑠4)𝑞(𝑠5𝑠6𝑠2)  𝑆𝑞𝑆   (𝑞)𝑡  𝑀. Kёshtu 𝑀 

ёshtё ideal lateral i 𝑆. Le tё jetё 𝑅 = ⋃ (𝑞)𝑟𝑞∈𝑄 . Pёr çdo 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 dhe pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑅 kemi qё 𝑎 ∈

(𝑞)𝑟 pёr ndonjё 𝑞 ∈ 𝑄. Nё qoftё se 𝑎 = 𝑞 atёherё 𝑎𝑠1𝑠2 = 𝑞𝑠1𝑠2 ∈ 𝑞𝑆𝑆  (𝑞)𝑟  𝑅. Nё qoftё se 

𝑎 ∈ 𝑞𝑆𝑆 atёherё 𝑎 = 𝑞𝑠3𝑠4ku 𝑠3, 𝑠4 ∈ 𝑆.Kёshtu 𝑎𝑠1𝑠2 = (𝑞𝑠3𝑠4)𝑠1𝑠2 = 𝑞𝑠3(𝑠4𝑠1𝑠2) ∈

𝑞𝑆𝑆  (𝑞)𝑟  𝑅. Kjo do tё thotё qё 𝑅 ёshtё ideal i djathtё i 𝑆. Ёshtё e qartё qё 𝑄 𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅. Tё 
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tregojmё pёrfshierjen tjetёr. Nga ana tjetёr, nga veprimet me bashkёsitё kemi 𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅 =

(𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) = 𝑄 ∪ [𝑄𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄]  𝑄. 

Kёshtu 𝑄 =  𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅. 

Anasjelltas, supozojmё qё 𝑄 =  𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅 ku 𝐿 ёshtё ideal i majtё i 𝑆, 𝑀 ёshtё ideal lateral i 𝑆 

dhe 𝑅 ёshtё ideal i djathtё i 𝑆. Atёherё 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 = 𝑆𝑆(𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅) ∩ 𝑆(𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅)𝑆 ∩

(𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅)𝑆𝑆  𝑆𝑆𝐿 ∩ 𝑆𝑀𝑆 ∩ 𝑅𝑆𝑆  𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅 = 𝑄 dhe 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 = 𝑆𝑆(𝐿 ∩

𝑀 ∩ 𝑅) ∩ 𝑆𝑆(𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅)𝑆𝑆 ∩ (𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅)𝑆𝑆  𝑆𝑆𝐿 ∩ 𝑆𝑆𝑀𝑆𝑆 ∩ 𝑅𝑆𝑆  𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅 = 𝑄. 

Kёshtu 𝑄 =  𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅 ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆.    

POHIM  2.11.  [22] Nё qoftё se 𝑄 ёshtё njё kuazi ideal i mirёfilltё i gjysmёgrupit ternar 𝑆 me 0 i 

tillё qё 𝑄 nuk pёrmban ideale tё majtё  lateralё, tё djathtё  tё 𝑆 si dhe 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆  𝑄, 𝑆𝑄𝑆 ∩

𝑄𝑆𝑆  𝑄 dhe 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑄𝑆𝑆  𝑄 atёherё 𝑆𝑆𝑄[𝑆𝑄𝑆, 𝑄𝑆𝑆] ёshtё ideal i mirёfilltё i majtё  lateral, i 

djathtё  i 𝑆. 

VЁRTETIM.    Tё tregojmё qё 𝑆𝑆𝑄 ёshtё ideal i mirёfilltё i majtё. Supozojmё qё 𝑆𝑆𝑄 = {0}. 

Atёherё 𝑆𝑆𝑄 = {0}  𝑄 gjё qё nuk ёshtё e mundur sepse 𝑄 nuk pёrmban ideale tё majtё. Nё qoftё 

se 𝑆𝑆𝑄 = 𝑆 atёherё 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 = 𝑆 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 = 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆  𝑄 gjё qё kundёrshton 

kushtin. Tё tregojmё tani qё 𝑆𝑄𝑆 ёshtё ideal lateral i mirёfilltё i 𝑆. Nё qoftё se 𝑆𝑄𝑆 = {0} 

atёherё 𝑆𝑄𝑆 = {0}  𝑄 gjё qё nuk mund tё ndodhi pasi 𝑄 nuk pёrmban ideale lateralё tё 𝑆. Nё 

qoftё se 𝑆𝑄𝑆 = 𝑆 atёherё 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑄𝑆𝑆  𝑄 gjё qё ёshtё 

kontradiksion. Tё tregojmё qё 𝑄𝑆𝑆 ёshtё ideal i mirёfilltё i djathtё. Nё qoftё se 𝑄𝑆𝑆 = {0} 

atёherё 𝑄𝑆𝑆 = {0}  𝑄 gjё qё nuk ёshtё e mundur. Nё qoftё se 𝑄𝑆𝑆 = 𝑆 atёherё 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩

𝑄𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑆 = 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆  𝑄 gjё qё nuk mund tё ndodhi pasi kundёrshton kushtin e 

dhёnё.  

POHIM  2.12. [22]  Prerja e njё bashkёsie çfarёdo kuazi˗idealesh tё gjysmёgrupit ternar S ose 

ёshtё boshe ose ёshtё kuazi˗ideal i S.             

VЁRTETIM.    Le tё jetё (𝑄𝜆)𝜆∈ njё bashkёsi kuazi˗idealesh tё 𝑆. Nё qoftё se ⋂ 𝑄𝜆𝜆∈  nuk 

ёshtёboshe,atёherёpёrçdo 𝑄𝜇, 𝜇 ∈ , 𝐷 = 𝑆𝑆(⋂ 𝑄𝜆𝜆∈ ) ∩ 𝑆(⋂ 𝑄𝜆𝜆∈ )𝑆 ∩

(⋂ 𝑄𝜆𝜆∈ )𝑆𝑆  𝑆𝑆 𝑄𝜇 ∩ 𝑆 𝑄𝜇𝑆 ∩  𝑄𝜇𝑆𝑆   𝑄𝜇. Kёshtu 𝐷   ⋂ 𝑄𝜆𝜆∈  gjё qё pёrfundon vёrtetimin.  
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POHIM  2.13. [22]   Prerja e njё bashkёsie çfarёdo kuazi˗idealesh tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 me 0 

ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆.  

VЁRTETIM.     Duke qenё se çdo kuazi˗ideal i 𝑆 pёrmban elementin zero 0, prerja e çdo bashkёsie 

kuazi˗idealesh tё 𝑆 nuk ёshtё boshe. Vёrtetimi mund tё vazhdohet nё mёnyrё tё ngjashme me 

vёrtetimin e pohimit tё mёsipёrm.    

Le tё jetё 𝑋 njё nёnbashkёsi jo˗boshe e gjysmёgrupit ternar 𝑆. Kuazi˗ideal i 𝑆 i gjeneruar nga 𝑋 

ёshtё prerja (𝑋)𝑞 e tё gjithё kuazi˗idealeve tё 𝑆 qё pёrmbajnё 𝑋, e cila nё fakt ёshtё kuazi˗ideal i 

𝑆. ( Natyrisht, (𝑋)𝑞 pёrmbahet nё çdo kuazi˗ideal tё 𝑆 qё pёrmban 𝑋 ). Nё qoftё se nёnbashkёsia 

𝑋 konsiston nё njё element tё vetёm 𝑥, atёherё (𝑥)𝑞 quhet kuazi˗ideali kryesor i 𝑆 i gjeneruar nga 

𝑥.    

POHIM  2.14. [22]  Nё qoftё se 𝑋 ёshtё njё nёnbashkёsi çfarёdo jo˗boshe e gjysmёgrupit ternar 

𝑆, ateherё (𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋) ∩ (𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ (𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆) ёshtё kuazi˗ideali (𝑋)𝑞 i 𝑆 i gjeneruar 

nga 𝑋.     

VЁRTETIM.  𝐷 = (𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋) ∩ (𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ (𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆) ёshtё kuazi˗ideal i 𝑆 qё 

pёrmban 𝑋, prandaj (𝑋)𝑞  𝐷. Nga ana tjetёr, kuazi˗ideali 𝑄 =  (𝑋)𝑞 i 𝑆 ka formёn (𝑋)𝑞 = 𝑄 =

(𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆). Kjo dhe pёrfshierja 𝑋  𝑄 sjellin 𝐷 = (𝑋 ∪

𝑆𝑆𝑋) ∩ (𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ (𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆)   (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆) =

 (𝑋)𝑞. Kёshtu ne kemi (𝑋)𝑞 = 𝐷.   

VЁREJTJE  2.15.  [22]  1. Kuazi˗ideali kryesor (𝑥)𝑞 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 tё gjeneruar nga 

elementi 𝑥 i 𝑆 ka formёn (𝑥)𝑞 = (𝑥 ∪ 𝑆𝑆𝑥) ∩ (𝑥 ∪ 𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆) ∩ (𝑥 ∪ 𝑥𝑆𝑆)          (∗) 

2. Le tё jetё 𝑋 njё nёnbashkёsi jo˗boshe e gjysmёgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑥 njё element i 𝑆. Atёherё 

ёshtё e lehtё tё provohen barazimet (𝑋)𝑞 = 𝑋 ∪ (𝑆𝑆𝑋 ∩ (𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ 𝑋𝑆𝑆) dhe (𝑥)𝑞 = 𝑥 ∪

(𝑆𝑆𝑥 ∩ (𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆) ∩ 𝑥𝑆𝑆). Meqenёse (𝑋)𝑙 = 𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋, (𝑋)𝑡 = 𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆 dhe 

(𝑋)𝑟 = 𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆 janё pёrkatёsisht ideali i majtё, lateral dhe i djathtё i 𝑆 tё gjeneruar nga 𝑋 kemi 

qё (𝑋)𝑞 = (𝑋)𝑙 ∩ (𝑋)𝑡 ∩ (𝑋)𝑟. Nё veçanti, barazimi  (∗) sjell (𝑥)𝑞 = (𝑥)𝑙 ∩ (𝑥)𝑡 ∩ (𝑥)𝑟 ku 

(𝑥)𝑙 = 𝑥 ∪ 𝑆𝑆𝑥, (𝑥)𝑡 = 𝑥 ∪ 𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆 dhe (𝑥)𝑟 = 𝑥 ∪ 𝑥𝑆𝑆 janё pёrkatёsisht ideali kryesor i 

majtё, lateral dhe i djathtё i 𝑆 tё gjeneruar nga 𝑥.  
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TEOREMЁ  2.16.  [22]   Familja (𝑄𝑖)𝑖∈𝐼 e tё gjithё kuazi-idealeve tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё 

laticё e plotё. 

VЁRTETIM.   Nga Pohimi 1.96 kemi qё familja e te gjithe kuazi-idealeve (𝑄𝑖)𝑖∈𝐼 ёshtё njё 

bashkёsi pjesёrisht e renditur nё lidhje me pёrfshierjen e bashkёsive. Tё tregojmё qё inferiori i 

(𝑄𝑖)𝑖∈𝐼 ёshtё ⋀ 𝑄𝑖 = ⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼 . Ёshtё e qartё qё ⋂ 𝑄𝑖  𝑄𝑖,𝑖∈𝐼   𝑖 ∈ 𝐼.  Le tё jetё Q njё kuazi −

ideal i S i tillё qё Q  Qi,  i ∈ I. Ёshtё evidente qё Q   ⋂ Qii∈I . Tё tregojmё tani qё superiori i  

(Qi)i∈I ёshtё ⋁ Qi = (⋃ Qii∈I )r ∩ (⋃ Qii∈I )m ∩ (⋃ Qii∈I )li∈I . Ёshtё e qartё qё Qi  ⋁ Qii∈I ,  i ∈

I. Le tё jetё Q njё kuazi-ideal i S i tillё qё Qi  Q,  i ∈ I. Atёherё ⋁ Qii∈I = (⋃ Qii∈I ∪

(⋃ Qii∈I )SS) ∩ (⋃ Qii∈I ∪ S(⋃ Qii∈I )S ∪ SS(⋃ Qii∈I )SS) ∩ (⋃ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 ∪ 𝑆𝑆(⋃ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 )) = ⋃ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 ∪

((⋃ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 )𝑆𝑆 ∩ (𝑆(⋃ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 )𝑆 ∪ 𝑆𝑆(⋃ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 )𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆(⋃ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 ))  𝑄𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩

𝑆𝑆𝑄  𝑄.   

TEOREMЁ  2.17.  [22]  Njё nёnbashkёsi 𝑄 e gjysmёgrupit ternar tё rregullt 𝑆 ёshtё kuazi-ideal 

i 𝑆 vetёm atёherё kur 𝑄𝑆𝑄𝑆𝑄 ∩ 𝑄𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆𝑄  𝑄.   

VЁRTETIM.  Le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup i rregullt dhe 𝑄 njё kuazi-ideal i 𝑆. Atёherё 𝑄𝑆𝑄𝑆𝑄 ∩

𝑄𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆𝑄  𝑆𝑆𝑄, 𝑄𝑆𝑄𝑆𝑄 ∩ 𝑄𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆𝑄  𝑄𝑆𝑆 dhe 𝑄𝑆𝑄𝑆𝑄 ∩ 𝑄𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆𝑄  𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆 

kёshtu qё 𝑄𝑆𝑄𝑆𝑄 ∩ 𝑄𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆𝑄  𝑆𝑆𝑄 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑄𝑆𝑆  𝑄. 

Anasjelltas, le tё jetё 𝑆 njё gjysmёgrup ternar i rregullt dhe 𝑄 njё nёnbashkёsi e 𝑆 e tillё qё  

𝑄𝑆𝑄𝑆𝑄 ∩ 𝑄𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆𝑄  𝑄. Atёherё 𝑄𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄 = 𝑄𝑆𝑆(𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆)𝑆𝑆𝑄 =

(𝑄𝑆𝑆)(𝑆𝑄𝑆)(𝑆𝑆𝑄) ∪ (𝑄𝑆𝑆)(𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆)(𝑆𝑆𝑄)  𝑄𝑆𝑄𝑆𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆𝑄  𝑄.    

TEOREMЁ  2.18.  [22]  Nё qoftё se 𝑆 ёshtё njё gjysmёgrup ternar i rregullt dhe 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3 janё 

kuazi-ideale tё 𝑆 atёherё  𝑄1𝑄2𝑄3 ёshtё kuazi-ideal i 𝑆.  

VЁRTETIM.   (  𝑄1𝑄2𝑄3)𝑆(  𝑄1𝑄2𝑄3)𝑆(  𝑄1𝑄2𝑄3) ∪ (  𝑄1𝑄2𝑄3)𝑆𝑆(𝑄1𝑄2𝑄3)𝑆𝑆(𝑄1𝑄2𝑄3) =

(𝑄1(𝑄2𝑄3𝑆)𝑄1(𝑄2𝑄3𝑆)𝑄1)𝑄2𝑄3 ∪ (𝑄1(𝑄2𝑄3𝑆)𝑆𝑄1(𝑄2𝑄3𝑆)𝑆𝑄1)𝑄2𝑄3  𝑄1𝑄2𝑄3.   

TEOREMЁ  2.19.  [22] Nё qoftё se pёr çdo kuazi-ideal 𝑄 tё gjysmёgrupit ternar 𝑆, 𝑄3 = 𝑄 

atёherё 𝑆 ёshtё gjysmёgrup ternar i rregullt.  
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VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑅 njё ideal i djathtё i 𝑆, 𝑀 njё ideal lateral i 𝑆 dhe 𝐿 njё ideal i majtё i 𝑆. 

Meqenёse 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 ёshtё kuazi-ideal i 𝑆 kemi qё 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 = (𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)3 = (𝑅 ∩ 𝑀 ∩

𝐿)(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)  𝑅𝑀𝐿. Nga ana tjetёr 𝑅𝑀𝐿  𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. Kёshtu 𝑅𝑀𝐿 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩

𝐿. Kjo do tё thotё qё 𝑆 ёshtё i rregullt.      

PЁRKUFIZIM  2.20.  [22]  Njё kuazi-ideal 𝑄 i njё gjysmёgrupi ternar 𝑆 quhet minimal nё qoftё 

se 𝑄 nuk pёrmban kuazi-ideale tё mirёfillta tё 𝑆.    

TEOREMЁ  2.21. [22]   Njё kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar  𝑆 ёshtё minimal vetёm atёherё kur 

ёshtё prerje e njё ideali tё majtё minimal 𝐿 , njё ideali tё djathtё minimal 𝑅 dhe njё ideali lateral 

minimal 𝑀 tё 𝑆. 

VЁRTETIM.    Supozojmё se 𝑄 ёshtё njё kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑄 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 

ku 𝑅, 𝐿 dhe M janё pёrkatёsisht ideale minimalё tё djathtё, minimalё tё majtё dhe minimalё lateralё 

tё gjysmёgrupit ternar 𝑆. Tё provojmё qё 𝑄 ёshtё minimal. Nё qoftё se 𝑄′ ёshtё njё kuazi-ideal i 

gjysmёgrupit ternar 𝑆 qё pёrmbahet nё 𝑄, atёherё 𝑆𝑆𝑄′  𝑆𝑆𝑄  𝑆𝑆𝐿  𝐿, 𝑄′𝑆𝑆  𝑄𝑆𝑆  𝑅𝑆𝑆  

𝑅 dhe 𝑆𝑄′𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄′𝑆𝑆   𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆  𝑆𝑀𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑀𝑆𝑆  𝑀. Meqenёse 𝑆𝑆𝑄′, 𝑄′𝑆𝑆 dhe 

𝑆𝑄′𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄′𝑆𝑆 janё ideal i majtё, i djathtё dhe lateral, pёrkatёsisht, atёherё nga minimaliteti i 𝐿, 

𝑅 dhe 𝑀 kemi 𝑆𝑆𝑄′ = 𝐿, 𝑄′𝑆𝑆 = 𝑅 dhe 𝑆𝑄′𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄′𝑆𝑆 = 𝑀. Kёshtu qё gjejmё 𝑄 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩

𝐿 = 𝑆𝑆𝑄′ ∩ (𝑆𝑄′𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄′𝑆𝑆) ∩ 𝑄′𝑆𝑆  𝑄′ atёherё kemi 𝑄  𝑄′ dhe 𝑄′  𝑄 kёshtu qё 𝑄 = 𝑄′. 

Pra 𝑄 ёshtё njё kuazi-ideal minimal i gjysmёgrupit ternar 𝑆.  

Anasjelltas, le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑄 ku 𝑄 ёshtё njё kuazi-ideal minimal i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Kemi qё 

𝑆𝑆𝑎 ∩ (𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆) ∩ 𝑎𝑆𝑆 ёshtё kuazi-ideal i 𝑆, si prerje e njё ideali tё majtё, njё ideali tё 

djathtё dhe njё ideali lateral tё 𝑆. Atёherё 𝑆𝑆𝑎 ∩ (𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆) ∩ 𝑎𝑆𝑆  𝑆𝑆𝑄 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪

𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑄𝑆𝑆  𝑄. Nga minimaliteti i 𝑄 gjejmё 𝑆𝑆𝑎 ∩ (𝑆𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆) ∩ 𝑎𝑆𝑆 = 𝑄. Provojmё qё 

𝑆𝑆𝑎 ёshtё ideal i majtё minimal i 𝑆. Nё qoftё se 𝐿 ёshtё njё ideal i majtё i gjysmёgrupit ternar 𝑆 

qё pёrmbahet nё 𝑆𝑆𝑎, atёherё 𝐿 ∩ (𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆) ∩ 𝑎𝑆𝑆  𝑆𝑆𝑎 ∩ (𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆) ∩ 𝑎𝑆𝑆 = 𝑄. 

Por 𝐿 ∩ (𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆) ∩ 𝑎𝑆𝑆 ёshtё kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 dhe nga minimaliteti i 𝑄 

kemi 𝐿 ∩ (𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆) ∩ 𝑎𝑆𝑆 = 𝑄, qё nga 𝑄  𝐿. Tani kemi 𝑆𝑆𝑎  𝑆𝑆𝑄  𝑆𝑆𝐿  𝐿. Atёherё 

nga pёrfshierjet 𝑆𝑆𝑎  𝐿 dhe 𝐿  𝑆𝑆𝑎 kemi qё 𝑆𝑆𝑎 = 𝐿. Pra, 𝑆𝑆𝑎 ёshtё kuazi-ideal i majtё minimal 
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i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Nё mёnyrё tё ngjashme provohet edhe minimaliteti i idealit tё djathtё 𝑎𝑆𝑆 

dhe idealit lateral 𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆.     

POHIM  2.22.  [22]  Çdo ideal lateral minimal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё ideal minimal i 𝑆.   

VЁRTETIM.    Le tё jetё 𝑀 njё ideal lateral minimal i 𝑆. Ne do tё tregojmё qё 𝑀 ёshtё ideal 

minimal i 𝑆. Le tё jetё 𝑚 ∈ 𝑀. Atёherё 𝑆𝑚𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆 ёshtё ideal lateral i 𝑆 dhe 𝑆𝑚𝑆 ∪

𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆  𝑆𝑀𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑀𝑆𝑆  𝑀. Meqenёse 𝑀 ёshtё minimal kemi qё 𝑀 = 𝑆𝑚𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆. Tani, 

𝑀𝑆𝑆 = (𝑆𝑚𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆)𝑆𝑆 = (𝑆𝑚𝑆)𝑆𝑆 ∪ (𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆)𝑆𝑆  𝑆𝑚𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆  𝑀 dhe 𝑆𝑆𝑀 =

𝑆𝑆(𝑆𝑚𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆) = 𝑆𝑆(𝑆𝑚𝑆) ∪ 𝑆𝑆(𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆)  𝑆𝑚𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑚𝑆𝑆  𝑀. Kjo tregon qё 𝑀 ёshtё 

ideal i djathtё dhe i majtё i 𝑆. Kёshtu 𝑀 ёshtё ideal i 𝑆. Tani, na mbetet tё tregojmё qё 𝑀 ёshtё 

ideal minimal i 𝑆. Le tё jetё 𝑀′ njё ideal i 𝑆 i tillё qё  𝑀′  𝑀. Meqenёse  𝑀′ ёshtё ideal i 𝑆 atёherё 

𝑀′ ёshtё ideal lateral i 𝑆. Meqenёse 𝑀  ёshtё ideal lateral minimal kemi qё 𝑀′ = 𝑀. Kёshtu 𝑀 

ёshtё ideal minimal i 𝑆.              

RRJEDHIM   2.23.  [22]   Çdo kuazi-ideal minimal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 pёrmbahet nё njё 

ideal minimal tё 𝑆. 

VЁRTETIM.    Le tё jetё 𝑄 njё kuazi-ideal i 𝑆. Atёherё 𝑄 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 ku 𝑅 ёshtё ideal i djathtё 

minimal, 𝑀 ёshtё ideal lateral minimal dhe 𝐿 ёshtё ideal i majtё minimal i 𝑆. Ёshtё e qartё qё 

𝑄  𝑀. Atёherё, nga mё sipёr rrjedh qё 𝑀 ёshtё ideal minimal i 𝑆.         

PЁRKUFIZIM  2.24.  [22]   Njё ideal  i dyanshёm [ i majtё, i djathtё, lateral, kuazi-ideal] jo-zero 

𝐼 quhet 0-minimal nё qoftё se nuk pёrmban ndonjё ideal  tё dyanshёm [tё majtё, tё djathtё, lateral, 

kuazi-ideal] jo-zero tё mirёfilltё nё njё gjysmёgrup ternar 𝑆0.   

PЁRKUFIZIM  2.25. [22]    Njё kuazi-ideal 𝑄 i gjysmёgrupit ternar 𝑆0 quhet rigorozisht 0-

minimal nё qoftё se 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆 ёshtё ideal 0-minimal i 𝑆0.    

PЁRKUFIZIM  2.26.  [22]    Njё kuazi-ideal 𝑄 i gjysmёgrupit ternar 𝑆0 quhet kanonikal nё qoftё 

se 𝑄 ≠ 0 dhe 𝑄 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 ku 𝑅, 𝐿 dhe 𝑀 ёshtё ideal i djathtё, i majtё dhe lateral 0-minimal 

pёrkatёsisht.    
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TEOREMЁ  2.27.   [22]  Nё qoftё se 𝑄 ёshtё njё kuazi-ideal kanonikal i gjysmёgrupit ternar 𝑆0 

atёherё ai ёshtё rigorozisht 0-minimal. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑄 njё kuazi-ideal kanonikal i gjysmёgrupit ternar 𝑆0. Atёherё Q≠ 0 dhe 

𝑄 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 ku 𝑅, 𝐿 dhe 𝑀 janё pёrkatёsisht ideal i djathtё, i majtё dhe lateral  0-minimal tё 

gjysmёgrupit ternar 𝑆0. Kemi qё 𝑆𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆𝑆 = (𝑆𝑆𝑅 ∩ 𝑆𝑆𝑀 ∩ 𝑆𝑆𝐿)𝑆𝑆 = (𝑆𝑆𝑅)𝑆𝑆 ∩

𝑆(𝑆𝑀𝑆)𝑆 ∩ (𝑆𝑆𝐿)𝑆𝑆  𝑅𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑀𝑆 ∩ 𝐿𝑆𝑆  𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. Meqenёse 𝑅, 𝐿 dhe 𝑀 janё ideale 0-

minimalё, atёherё 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 ёshtё njё kuazi-ideal 0-minimal dhe nga minimaliteti i 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 

kemi qё 𝑆𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆𝑆 = 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿. Kjo tregon qё 𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 ёshtё rigorozisht 0-minimal.    

PЁRKUFIZIM 2.28.    Njё nёnbashkёsi joboshe 𝑄 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё quajtur pothuajse 

kuazi-ideal i 𝑆 nё qoftё se [𝑄𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄] ∩ 𝑄 ≠ ∅. 

SHEMBULL 2.29.    Konsiderojmё gjysmёgrupin 𝑍4 nё lidhje me mbledhjen e zakonshme. 

Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍4 nё lidhje me 

veprimin ternar * formon gjysmёgrup ternar. Le tё jetё 𝑄 = {1̅, 2̅, 3̅}. Atёherё 𝑄ёshtё pothuajse 

kuazi-ideal i 𝑍4. 

SHEMBULL 2.30.    Konsiderojmё gjysmёgrupin 𝑆 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} me tabelёn e shumёzimit: 

  

 

 

 

 

 

Le tё jetё 𝑄 = {𝑎, 𝑏}. Atёherё 𝑄 ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆.  

TEOREMЁ 2.31.    Ҫdo kuazi-ideal 𝑄 i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.    Supozojmё se  ёshtё njё kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Atёherё 𝑄𝑆𝑆 ∩

(𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄 ≠ ∅ dhe 𝑄𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄 𝑄. Kёshtu [𝑄𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪

· 𝑎   𝑏   𝑐   𝑑  

 𝑎 

𝑏 

𝑐 

𝑑 

 

a   a   a    a 

a   a   a    a 

a   a   b    a 

a   a   b    b 
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𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄] ∩ 𝑄 = (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄 ≠ ∅. Kjo tregon qё 𝑄 ёshtё pothuajse kuazi-ideal 

i 𝑆. 

TEOREMЁ 2.32.    Le tё jetё 𝑄 njё pothuajse kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Le tё jetё 𝑄′ 

njё nёnbashkёsi joboshe e 𝑆 e tillё qё 𝑄 𝑄′ 𝑆. Atёherё 𝑄′ ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑄 pothujase kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Le tё jetё 𝑄′ e tillё qё 

𝑄 𝑄′ 𝑆. Atёherё [𝑄𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄] ∩ 𝑄 [𝑄′𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄′𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄′𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄′] ∩

𝑄′ 𝑆 prandaj[𝑄′𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄′𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄′𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄′] ∩ 𝑄′ ≠ ∅. Kjo do tё thotё qё 𝑄′ ёshtё pothuajse 

kuazi-ideal i 𝑆.  

TEOREMЁ 2.33.    Bashkimi i dy pothuajse kuazi-idealeve tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё 

pothuajse kuazi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Le tё jenё 𝑄1 dhe 𝑄2 dy pothujase kuazi-ideale tё gjysmёgrupit ternar 𝑆. Atёherё  

[𝑄1𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄1𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄1𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄1] ∩ 𝑄1 ≠ ∅ dhe [𝑄2𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄2𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄2𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄2] ∩ 𝑄2 ≠

∅. Meqenёse ∅ ≠ [𝑄1𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑄1𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄1𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝑄1] ∩ 𝑄1 [(𝑄1 ∪ 𝑄2)𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑆(𝑄1 ∪ 𝑄2) ∪

𝑆𝑆(𝑄1 ∪ 𝑄2)𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆(𝑄1 ∪ 𝑄2)] ∩ (𝑄1 ∪ 𝑄2). Kёshtu [(𝑄1 ∪ 𝑄2)𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝑆(𝑄1 ∪ 𝑄2) ∪ 𝑆𝑆(𝑄1 ∪

𝑄2)𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆(𝑄1 ∪ 𝑄2)] ∩ (𝑄1 ∪ 𝑄2) ≠ ∅. Kjo tregon qё 𝑄1 ∪ 𝑄2 ёshtё pothujase kuazi-ideal i 𝑆.  

SHEMBULL 2.34.    Konsiderojmё gjysmёgrupin (𝑍5, +). Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas 

barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍5 nё lidhje me veprimin ternar * formon gjysmёgrup 

ternar. Kemi qё 𝑄1 = {1̅, 3̅, 4̅} dhe 𝑄2 = {1̅, 2̅, 4̅} janё pothuajse kuazi-ideale por 𝑄1 ∩ 𝑄2 = {1̅, 4̅} 

nuk ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑍5.  

VЁREJTJE  2.35. Nё qoftё se prerja e dy ose mё shumё nёngjysmёgrupeve ternare 

(nёnbashkёsive) tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆 atёherё nёngjysmёgrupet 

ternare (nёnbashkёsitё) janё pothuajse kuazi-ideale tё 𝑆.   

POHIM  2.36.   Prodhimi i tre ose mё shumё pothuajse kuazi-idealeve tё njё gjysmёgrupi ternar 

𝑆 nё pёrgjithёsi nuk ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Do tё vёrtetojmё pohimin nё rastin e tre objekteve, shtrirja e mё shumё se tre rrjedh 

nga induksioni. Le tё jenё 𝐴, 𝐵 dhe 𝐶 tre pothuajse kuazi-ideale tё 𝑆. Atёherё 𝐴𝐵𝐶 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 
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por 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 nuk ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆 kёshtu 𝐴𝐵𝐶 duke qenё nёnbashkёsi e  𝐴 ∩ 𝐵 ∩

𝐶 nuk ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆. 

POHIM   2.37.   Ҫdo pothuajse kuazi-ideal i njё gjysmёgrupi ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i majtё 

i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Supozojmё qё 𝑄 ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆. Le tё jenё 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆. Atёherё ∅ ≠

(𝑠1𝑠2𝑄 ∩ 𝑠1𝑄𝑠2 ∩ 𝑄𝑠1𝑠2) ∩ 𝑄 𝑠1𝑠2𝑄 ∩ 𝑄 prandaj 𝑄 ёshtё pothuajse ideal i majtё i 𝑆. 

Nё mёnyrё tё ngjashme, çdo pothuajse kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i 

djathtё i 𝑆 , çdo pothuajse kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal lateral i 𝑆 dhe 

çdo pothuajse kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse ideal i 𝑆.  

LEMЁ  2.38.    Njё gjysmёgrup ternar 𝑆 nuk ka pothuajse kuazi-ideale tё mirёfilltё vetёm atёherё 

kur pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 𝑠𝑎, 𝑘𝑎 , 𝑡𝑎, 𝑟𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) ∩ [𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑘𝑎 ∪

𝑠𝑎𝑡𝑎(𝑆\{𝑎})𝑟𝑎𝑘𝑎] ∩ (𝑆\{𝑎})𝑠𝑎𝑘𝑎 {𝑎}. 

VЁRTETIM.   Supozojmё qё 𝑆 nuk ka pothuajse kuazi-ideale tё mirёfilltё. Atёherё 𝑆\{𝑎} nuk 

ёshtё pothuajse kuazi-ideal. Atёherё, ekzistojnё 𝑠𝑎, 𝑘𝑎, 𝑡𝑎, 𝑟𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё (𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) ∩

[𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑘𝑎 ∪ 𝑠𝑎𝑡𝑎(𝑆\{𝑎})𝑟𝑎𝑘𝑎] ∩ (𝑆\{𝑎})𝑠𝑎𝑘𝑎) ∩ (𝑆\{𝑎}) = ∅ prandaj 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) ∩

[𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑘𝑎 ∪ 𝑠𝑎𝑡𝑎(𝑆\{𝑎})𝑟𝑎𝑘𝑎] ∩ (𝑆\{𝑎})𝑠𝑎𝑘𝑎 {𝑎}. 

Anasjelltas, supozojmё qё pёr çdo 𝑎 ∈ 𝑆 ekzistojnё 𝑠𝑎, 𝑘𝑎 , 𝑡𝑎, 𝑟𝑎 ∈ 𝑆 tё tillё qё 𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\{𝑎}) ∩

[𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑘𝑎 ∪ 𝑠𝑎𝑡𝑎(𝑆\{𝑎})𝑟𝑎𝑘𝑎] ∩ (𝑆\{𝑎})𝑠𝑎𝑘𝑎 {𝑎}. Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑆. Atёherё (𝑠𝑎𝑘𝑎(𝑆\

{𝑎}) ∩ [𝑠𝑎(𝑆\{𝑎})𝑘𝑎 ∪ 𝑠𝑎𝑡𝑎(𝑆\{𝑎})𝑟𝑎𝑘𝑎] ∩ (𝑆\{𝑎})𝑠𝑎𝑘𝑎) ∩ (𝑆\{𝑎}) = ∅. Kёshtu 𝑆\{𝑎} nuk 

ёshtё pothuajse kuazi-ideal i 𝑆. Le tё jetё 𝐴 njё pothuajse kuazi-ideal i mirёfilltё i 𝑆. Atёherё 

𝐴 𝑆\{𝑎} pёr ndonjё 𝑎 ∈ 𝑆 gjё qё ёshtё kontradiksion. Kёshtu 𝑆 nuk ka pothuajse kuazi-ideale tё 

mirёfilltё.    

2.2  BI-IDEALET  NЁ  GJYSMЁGRUPET TERNARE 

Në vijim do të prezantojmë disa çështjë të rëndësishme lidhur me bi-idealet në gjysmëgrupet 

ternare. 
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PЁRKUFIZIM  2.39. [4]   Njё nёngjysmёgrup ternar 𝐵 i gjysmegrupit ternar 𝑆 quhet bi-ideai 𝑆 

në qoftë se  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  𝐵. 

POHIM  2.40. [23]   Çdo bi˗ideal B i gjysmёgrupit ternar S me zero 0 e pёrmban 0.  

VЁRTETIM.    Pёr çdo 𝑎 ∈ 𝐵, 𝑎0𝑎0𝑎 = 𝑎0𝑎 = 00𝑎 = 𝑎00 = 0 ∈ 𝐵 sepse 𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  𝐵. 

POHIM  2.41.  [23]  Çdo ideal i majtë, ideal i djathtë dhe ideal lateral i gjysmëgrupit ternar 𝑆 është bi-

ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.  Le të jetë 𝐿 një ideal i majtë i  𝑆. Atëherë 𝐿𝑆𝐿𝑆𝐿  (𝑆𝑆𝑆)𝑆𝐿  𝑆𝑆𝐿  𝐿. Në mënyrë 

të ngjashme, në qoftë se 𝑅 është ideal i djathtë i 𝑆 kemi 𝑅𝑆𝑅𝑆𝑅  𝑅𝑆(𝑆𝑆𝑆)  𝑅𝑆𝑆  𝑅.Gjithashtu 

kemi që në qoftë se 𝑀 është ideal lateral i 𝑆 atëherë 𝑀𝑆𝑀𝑆𝑀  𝑆𝑆𝑀𝑆𝑆  𝑆𝑀𝑆  𝑀. 

POHIM  2.42. [23]  Le tё jetё Q një kuazi-ideal i gjysmёgrupit ternar S. Atёherё Q ёshtё bi˗ideal 

i S. 

VЁRTETIM.    QSQSQ  SSQ ∩ SSQSS ∩ QSS  Q. Kjo tregon qё Q ёshtё bi˗ideal i S.   

SHЁNIM  2.43. [23]   E anasjellta në përgjithësi nuk është e vërtetë, dmth, një bi-ideal i 

gjysmëgrupit ternar 𝑆 mund të mos jetë kuazi-ideal of 𝑆. 

VЁREJTJE  2.44.  [23]  Meqenëse çdo ideal i majtë, i djathtë dhe lateral i 𝑆 është kuazi-ideal i 𝑆 

rrjedh që çdo ideal i majtë, i djathtë dhe lateral i 𝑆 është bi-ideal i 𝑆. E anasjellta në poërgjithësi 

nuk është e vërtetë. 

POHIM  2.45. [23]  Prerja e dy kuazi˗idealeve 𝑄1 dhe 𝑄2 tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё bi˗ideal 

i 𝑆.    

VЁRTETIM.   Nga Pohimi 3.3 ne kemi qё 𝑄1𝑆𝑄1𝑆𝑄1  𝑄1 dhe 𝑄2𝑆𝑄2𝑆𝑄2  𝑄2. Kёshtu 

(𝑄1 ∩ 𝑄2)𝑆(𝑄1 ∩ 𝑄2)𝑆(𝑄1 ∩ 𝑄2)  𝑄1𝑆𝑄1𝑆𝑄1  𝑄1 dhe (𝑄1 ∩ 𝑄2)𝑆(𝑄1 ∩ 𝑄2)𝑆(𝑄1 ∩ 𝑄2)  

𝑄2𝑆𝑄2𝑆𝑄2  𝑄2. Kjo do tё thotё qё (𝑄1 ∩ 𝑄2)𝑆(𝑄1 ∩ 𝑄2)𝑆(𝑄1 ∩ 𝑄2)  𝑄1 ∩ 𝑄2. Qё kёtej rrjedh 

qё 𝑄1 ∩ 𝑄2 ёshtё bi˗ideal i 𝑆.  
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POHIM  2.46.  [23]  Prerja e çdo bashkёsie bi˗idealesh tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ose ёshtё boshe 

ose ёshtё bi˗ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё (𝐵𝑖)𝑖∈𝐼 njё bashkёsi çfarёdo jo˗boshe bi˗idealesh tё 𝑆. Atёherё 

(⋂ 𝐵𝑖)𝑆(⋂ 𝐵𝑖)𝑖∈𝐼 𝑆(⋂ 𝐵𝑖)𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼 𝐵𝑖𝑆𝐵𝑖𝑆𝐵𝑖𝐵𝑖,pёrçdo𝑖 ∈ 𝐼.Kёshtu 

(⋂ 𝐵𝑖)𝑆(⋂ 𝐵𝑖)𝑖∈𝐼 𝑆(⋂ 𝐵𝑖)𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼   ⋂ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼  gjё qё tregon qё ⋂ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼  ёshtё bi˗ideal i 𝑆.          

POHIM  2.47.  [23]  Prerja e çdo bashkёsie bi˗idealesh tё gjysmёgrupit ternar S me zero 0 ёshtё 

bi˗ideal i S.          

VЁRTETIM.   Le tё jetё (𝐵𝑖)𝑖∈𝐼 njё bashkёsi çfarёdo bi˗idealesh tё 𝑆. Meqёnёse 0 ∈ 𝐵𝑖 pёr çdo 

𝑖 ∈ 𝐼 kemi qё 0 ∈ ⋂ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼 . Kёshtu ⋂ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼 ≠ ∅. Mё tej vёrtetimi mund tё vazhdohet njёsoj si tek 

Pohimi 2.46. 

POHIM  2.48. [23]   Në qoftë se 𝐵 është një bi-ideal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑇 është një 

nëngjysmëgrup ternar i 𝑆, atëherë 𝐵 ∩ 𝑇 është bi-ideal i 𝑇. 

VЁRTETIM.  (𝐵 ∩ 𝑇)𝑇(𝐵 ∩ 𝑇)𝑇(𝐵 ∩ 𝑇)  𝐵𝑇𝐵𝑇𝐵  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  𝐵 dhe  (𝐵 ∩ 𝑇)𝑇(𝐵 ∩ 𝑇)𝑇(𝐵 ∩

𝑇)  𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇  𝑇𝑇𝑇 𝑇. Këto përfshierje sjellin që  (𝐵 ∩ 𝑇)𝑇(𝐵 ∩ 𝑇)𝑇(𝐵 ∩ 𝑇)  𝐵 ∩ 𝑇. Kështu 

𝐵 ∩ 𝑇 është bi-ideal i 𝑇. 

LEMЁ  2.49. [23]  Në qoftë se 𝐵 është një bi-ideal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑇1, 𝑇2 janë dy 

nëngjysmëgrupe ternare të 𝑆, atëherë 𝐵𝑇1𝑇2, 𝑇1𝐵𝑇2 dhe 𝑇1𝑇2𝐵 janë bi-ideale të 𝑆. 

VЁRTETIM.   (𝐵𝑇1𝑇2)𝑆(𝐵𝑇1𝑇2)𝑆(𝐵𝑇1𝑇2) = 𝐵(𝑇1𝑇2𝑆)𝐵(𝑇1𝑇2𝑆)𝐵𝑇1𝑇2  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵𝑇1𝑇2  𝐵𝑇1𝑇2. 

Kjo tregon që 𝐵𝑇1𝑇2 është bi-ideal i 𝑆. Gjithashtu kemi që (𝑇1𝐵𝑇2)𝑆(𝑇1𝐵𝑇2)𝑆(𝑇1𝐵𝑇2) =

𝑇1𝐵(𝑇2𝑆𝑇1)𝐵(𝑇2𝑆𝑇1)𝐵𝑇2  𝑇1𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵𝑇2  𝑇1𝐵𝑇2. Kjo sjell që 𝑇1𝐵𝑇2 është bi-ideal i 𝑆. Së fundi, 

kemi (𝑇1𝑇2𝐵)𝑆(𝑇1𝑇2𝐵)𝑆(𝑇1𝑇2𝐵) = 𝑇1𝑇2𝐵(𝑆𝑇1𝑇2)𝐵(𝑆𝑇1𝑇2)𝐵  𝑇1𝑇2𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  𝑇1𝑇2𝐵. Kjo do të 

thotë që 𝑇1𝑇2𝐵 është bi-ideal i 𝑆. 

RRJEDHIM   2.50.  [23] Në qoftë se 𝐵1, 𝐵2 dhe 𝐵3 janë tre bi-ideale të gjysmëgrupit ternar 𝑆, 

atëherë 𝐵1𝐵2𝐵3 është bi-ideal i 𝑆 
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VЁRTETIM.(𝐵1𝐵2𝐵3)𝑆(𝐵1𝐵2𝐵3)𝑆(𝐵1𝐵2𝐵3) =

𝐵1𝐵2𝐵3(𝑆𝐵1𝐵2)𝐵3(𝑆𝐵1𝐵2)𝐵3  𝐵1𝐵2𝐵3𝑆𝐵3𝑆𝐵3   𝐵1𝐵2𝐵3. Kjo tregon që 𝐵1𝐵2𝐵3 është bi-

ideal i 𝑆. 

RRJEDHIM   2.51. [23]  Në qoftë se 𝑄1, 𝑄2 dhe 𝑄3 janë tre kuazi-ideale të gjysmëgrupit ternar 

𝑆, atëherë 𝑄1𝑄2𝑄3 është bi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.    Kjo rrjedh nga Teorema 2.18 dhe Pohimi 2.42. 

Në përgjithësi, në qoftë se 𝐵 është një bi-ideal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑇 është një bi-ideal i 𝐵, 

atëherë 𝑇 nuk është bi-ideal i 𝑆. Në veçanti, kemi rezultatin që vijon. 

TEOREMЁ  2.52. [23]  Le të jetë 𝐵 një bi-ideal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑇 një bi-ideal i 𝐵 i 

tillë që 𝑇3 = 𝑇. Atëherë 𝑇 është bi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.  Meqenëse 𝐵 është një bi-ideal i 𝑆 kemi 𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  𝐵 dhe meqenëse 𝑇 është bi-ideal 

i𝐵kemiqë𝑇𝐵𝑇𝐵𝑇  𝑇.Prandaj𝑇𝑆𝑇𝑆𝑇 = (𝑇𝑇𝑇)𝑆𝑇𝑆(𝑇𝑇𝑇) =

𝑇𝑇(𝑇𝑆𝑇𝑆𝑇)𝑇𝑇  𝑇𝑇(𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵)𝑇𝑇  𝑇𝑇𝐵𝑇𝑇 = 𝑇𝑇𝐵𝑇(𝑇𝑇𝑇)  𝑇(𝑇𝐵𝑇𝐵𝑇)𝑇  𝑇𝑇𝑇 = 𝑇. 

POHIM  2.53. [23]  Le të jenë 𝐴, 𝐵 dhe 𝐶 tre nëngjysmëgrupe ternare të gjysmëgrupit ternar 𝑆 

dhe 𝑇 = 𝐴𝐵𝐶. Atëherë, 𝑇 është bi-ideal në qoftë se të paktën njëri nga 𝐴, 𝐵 ose C është ideal i 

djathtë, lateral ose i majtë i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Le të jetë 𝑇 = 𝐴𝐵𝐶 dhe 𝐴 një ideal i djathtë i 𝑆. Atëherë (𝐴𝐵𝐶)𝑆(𝐴𝐵𝐶)𝑆(𝐴𝐵𝐶) =

𝐴(𝑆𝑆𝑆)(𝑆𝑆𝑆)𝑆𝑆𝐵𝐶  𝐴(𝑆𝑆𝑆)𝑆𝐵𝐶  (𝐴𝑆𝑆)𝐵𝐶  𝐴𝐵𝐶. Prandaj 𝑇 = 𝐴𝐵𝐶 është bi-ideal i 𝑆. le të 

jetë tani 𝐵 një ideal i djathtë i 𝑆. Atëherë (𝐴𝐵𝐶)𝑆(𝐴𝐵𝐶)𝑆(𝐴𝐵𝐶)  𝐴𝐵(𝑆𝑆𝑆)(𝑆𝑆𝑆)𝑆𝑆𝐶  

𝐴𝐵(𝑆𝑆𝑆)𝑆𝐶  𝐴𝐵𝑆𝑆𝐶  𝐴𝐵𝐶. Kjo tregon që 𝑇 = 𝐴𝐵𝐶 është bi-ideal i 𝑆. Së fundi, le të jetë 𝐶 një 

idealidjathtëi𝑆.Atëherëkemi

            (𝐴𝐵𝐶)𝑆(𝐴𝐵𝐶)𝑆(𝐴𝐵𝐶)   𝐴𝐵𝐶(𝑆𝑆𝑆)(𝑆𝑆𝑆)𝑆𝑆  𝐴𝐵𝐶(𝑆𝑆𝑆)𝑆  𝐴𝐵𝐶𝑆𝑆  𝐴𝐵𝐶.  

Që nga 𝑇 = 𝐴𝐵𝐶 është bi-ideal i 𝑆. Në mënyrë të ngjashme provohen dy rastet e tjera. 

POHIM  2.54.  [23] Le të jetë 𝑇 një ideal  ideal i majtë , ideal lateral, ideal i djathtë , quazi˗ideal 

ose bi˗ideal i gjysmëgrupit ternar  𝑆. Në qoftë se 𝑌 është një nëngjysmëgrup ternar i 𝑆 i tillë që  

𝑆𝑆𝑇 ∪ 𝑆𝑇𝑆 ∪ 𝑇𝑆𝑆  𝑌  𝑇  𝑆𝑆𝑇  𝑌  𝑇,𝑆𝑇𝑆  𝑌  𝑇,𝑇𝑆𝑆  𝑌  𝑇,𝑆𝑆𝑇 ∩ (𝑆𝑇𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑇𝑆𝑆) ∩
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𝑇𝑆𝑆  𝑌  𝑇 or 𝑇𝑆𝑇𝑆𝑇  𝑌  𝑇 atëherë 𝑌 është ideal  ideal i majtë , ideal lateral, ideal i djathtë 

, quazi˗ideal ose bi˗ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.       SSY  SST   SST ∪ STS ∪ TSS  Y, SYS  STS   SST ∪ STS ∪ TSS  Y dhe 

YSS  TSS  SST ∪ STS ∪ TSS  Y  SSY  SST  Y, SYS  STS  Y,YSS  TSS  Y,SSY ∩

(SYS ∪ SSYSS) ∩ YSS  SST ∩ (STS ∪ SSTSS) ∩ TSS  Y ose YSYSY  TSTST  Y .  

 

TEOREMЁ  2.55.  [23]  Në qoftë se 𝑆 është një gjysmëgrup ternar i rregullt atëherë 𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵 = 𝐵 

për çdo bi-ideal 𝐵 të 𝑆. 

VЁRTETIM.     Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar i rregullt dhe 𝐵 një bi-ideal i 𝑆. Atëherë, është 

evidente që BSBSB  𝐵. Le të jetë 𝑎 ∈ 𝐵. Meqenëse 𝑆 është i rregullt kemi që ekzistojnë 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 

të tillë që 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎. Kjo implikon që 𝑎 ∈ 𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵 që nga 𝐵  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵. 

TEOREMЁ  2.56.  [23]  Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar i rregullt dhe 𝐵 një bi-ideal i 𝑆. Atëherë 

𝐵𝑆𝐵  𝐵. 

VЁRTETIM.   Le të jetë 𝑎 ∈ 𝐵𝑆𝐵. Meqenëse 𝑆 është i rregullt kemi që ekzistojnë 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 të tillë 

që 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎. Gjithashtu kemi që 𝑎 = 𝑏1𝑠𝑏2 ku 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵 dhe 𝑠 ∈ 𝑆. Kështu 𝑎 =

(𝑏1𝑠𝑏2)𝑥(𝑏1𝑠𝑏2)𝑦(𝑏1𝑠𝑏2) = (𝑏1𝑠𝑏2𝑥𝑏1)(𝑠𝑏2𝑦)𝑏1𝑠𝑏2  𝐵(𝑆𝑆𝑆)𝐵𝑆𝐵  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  𝐵. Kjo tregon 

që 𝐵𝑆𝐵  𝐵. 

TEOREMЁ  2.57.  [23]  Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar i rregullt dhe 𝐵 një bi-ideal i 𝑆. Atëherë 

𝐵 është kuazi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.    𝐵𝑆𝑆 ∩ (𝑆𝐵𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝐵𝑆𝑆) ∩ 𝑆𝑆𝐵 = 𝐵𝑆𝑆(𝑆𝐵𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝐵𝑆𝑆)𝑆𝑆𝐵 = 𝐵(𝑆𝑆𝑆)𝐵(𝑆𝑆𝑆)𝐵 ∪

𝐵(𝑆𝑆𝑆)𝑆𝐵(𝑆𝑆𝑆)𝑆𝐵  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵 ∪ 𝐵𝑆𝑆𝐵𝑆𝑆𝐵  𝐵 ∪ 𝐵𝑆𝐵  𝐵 ∪ 𝐵 = 𝐵. 

TEOREMЁ  2.58.  [23]  Në qoftë se 𝑄1, 𝑄2 janë dy nëngjysmëgrupe ternare dhe 𝑄3 është një bi-

ideal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 atëherë 𝑄1𝑄2𝑄3, 𝑄1𝑄3𝑄2 dhe 𝑄3𝑄1𝑄2 janë kuazi-ideale të 𝑆. 

TEOREMЁ  2.59.  [23]  Në qoftë se gjysmëgrupi ternar 𝑆 është i rregullt atëherë 𝐵𝑔(𝑎) = 𝑎𝑆𝑎𝑆𝑎 

për çdo element 𝑎 të 𝑆 ( 𝐵𝑔(𝑎) është bi-ideali më i vogël i 𝑆 që përmban 𝑎). 
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VЁRTETIM.𝐵𝑔(𝑎)𝑆𝐵𝑔(𝑎)𝑆𝐵𝑔(𝑎) = (𝑎𝑆𝑎𝑆𝑎)𝑆(𝑎𝑆𝑎𝑆𝑎)𝑆(𝑎𝑆𝑎𝑆𝑎) =

𝑎(𝑆𝑎𝑆)𝑆𝑎𝑆(𝑎𝑆𝑎)(𝑆𝑎𝑆)𝑎  𝑎𝑆𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆𝑆𝑎  𝑎𝑆𝑎𝑆𝑎 = 𝐵𝑔(𝑎). Për rrjedhojë 𝐵𝑔(𝑎) është bi-ideal i  

𝑆. Meqenëse 𝑆 është i rregullt, ekzistojnë 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦𝑎 ∈ 𝑎𝑆𝑎𝑆𝑎 = 𝐵𝑔(𝑎). Le të jetë 𝑇 një 

bi-ideal i 𝑆 i tillë që 𝑎 ∈ 𝑇. Atëherë 𝐵𝑔(𝑎) = 𝑎𝑆𝑎𝑆𝑎  𝑇𝑆𝑇𝑆𝑇  𝑇. 

POHIM  2.60.  [23]  Le të jetë 𝑅, 𝑀 dhe 𝐿 një ideal i djathtë, lateral dhe i majtë, respektivisht, i 

gjysmëgrupit ternar 𝑆. Atëherë, çdo nëngjysmëgrup ternar 𝐵 i 𝑆 i tillëq ë 𝑅𝑀𝐿  𝐵  𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿 

është bi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  (𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)𝑆(𝑅 ∩ 𝑀 ∩ 𝐿)  𝑅𝑆𝑀𝑆𝐿  𝑅𝑀𝐿  𝐵 kështu 

që 𝐵 është bi-ideal. 

POHIM  2.61. [23]   Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar dhe 𝐵 një bi-ideal i 𝑆. Në qoftë se elementët 

e 𝐵 janë të rregullt, atëherë 𝐵 është kuazi-ideal i S. 

VЁRTETIM.   Në qoftë se 𝑠1𝑠2𝑏1 = 𝑠3𝑏2𝑠4 = 𝑏3𝑠5𝑠6 ∈ 𝑆𝑆𝐵 ∩ 𝑆𝐵𝑆 ∩ 𝐵𝑆𝑆 atëherë gjenden 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 të tillë që 𝑏1𝑥𝑏1𝑦𝑏1 = 𝑏1. Kështu 𝑠1𝑠2𝑏1 = 𝑠1𝑠2(𝑏1𝑥𝑏1𝑦𝑏1) = (𝑠1𝑠2𝑏1)𝑥𝑏1𝑦𝑏1 =

(𝑏3𝑠5𝑠6)𝑥𝑏1𝑦𝑏1 = 𝑏3(𝑠5𝑠6𝑥)𝑏1𝑦𝑏1 ∈ 𝐵(𝑆𝑆𝑆)𝐵𝑆𝐵  𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵  𝐵. Kjo tregon që 𝑆𝑆𝐵 ∩ 𝑆𝐵𝑆 ∩

𝐵𝑆𝑆  𝐵. Në mënyrë të ngjashme tregohet që 𝑆𝑆𝐵 ∩ 𝑆𝑆𝐵𝑆𝑆 ∩ 𝐵𝑆𝑆  𝐵 që nga 𝑆𝑆𝐵 ∩

(𝑆𝐵𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝐵𝑆𝑆) ∩ 𝐵𝑆𝑆  𝐵 dhe kështu 𝐵 është kuazi-ideal i S . 

PЁRKUFIZIM  2.62.  Një bi-ideal 𝑈 i gjysmëgrupit ternar𝑆 është bi-ideal minimal në qoftë se 

nuk ekziston një bi-ideal 𝑇 i tillë që  𝑇  𝑈 ( Ne përdorim  për përfshierjen e mirëfilltë. ) 

PЁRKUFIZIM  2.63.  [23]  Një bi-ideal jo-zero 𝑈 i gjysmëgrupit ternar 𝑆 = 𝑆0 është bi-ideal 

minimal në qoftë se nuk ekziston asnjë bi-ideal 𝑇 i tillë që {0}  𝑇  𝑈 ( Përdoret simboli  për 

përfshierjen e mirëfilltë ). 

PЁRKUFIZIM  2.64.  [23] Një bi-ideal 𝐵 i gjysmëgrupit ternar 𝑆 = 𝑆0 quhet nilpotent në qoftë 

se ekziston një numër i plotë pozitiv tek 𝑛 ≥ 3 i tillë që 𝐵𝑛 = {0}. 
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POHIM  2.65. [23]   Le të jetë 𝐵 një bi-ideal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 = 𝑆0. Atëherë 𝐵 është 

nilpotent në qoftë se dhe vetem në qoftë se 𝐵3 = {0}. 

VЁRTETIM.   Le të jetë 𝑛 ≥ 3 një numër i.plotë pozitiv tek. Atëherë, meqenëse prodhimi i tre  

bi-idealeve është bi-ideal,  𝐵𝑛−2 është bi-ideal i cili përfshihet qartësisht në 𝐵 dhe kemi 𝐵𝑛−2 = 𝐵 

në qoftë se 𝐵𝑛−2 ≠ {0}. Kështu 𝐵𝑛 = 𝐵3 = {0} pikërisht kur 𝐵 është nilpotent. 

PЁRKUFIZIM  2.66.  [23] Bi-ideali 𝐵 i gjysmëgrupit ternar 𝑆 = 𝑆0 quhet bi-ideal nilpotent 

minimal në qoftë se 𝐵 është zero nëngjysmëgrup ternar i S dmth 𝐵3 = {0}. 

TEOREMЁ  2.67.  [23]  Le të jetë 𝐵 një bi-ideal nilpotent minimal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 = 𝑆0.  

Atëherë. pohimet që vijojnë janë ekuivalente: 

1. ndonjë element jo-zero i 𝐵 nuk është i rregullt 

2. asnjë elemnt jo-zero i 𝐵 nuk është i rregullt  

3. për ndonjë 𝑏 ∈ 𝐵\{0}, 𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 = {0}  

4. për çdo 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 = {0} 

( në secilin nga rastet më sipër 𝐵 = {𝑏, 0}; 

5. çdo element në 𝐵 është i rregullt  

6. ndonjë element jo-zero i 𝐵 është i rregullt  

7. bSbSb ≠ {0} për çdo 𝑏 ∈ 𝐵\{0}  

8. 𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 ≠  {0} për ndonjë 𝑏 ∈ 𝐵 

( në secilin nga keto raste 𝐵 është kuazi-ideal ). 

VЁRTETIM.  Në secilin nga rastet e mësipërm duhet konsideruar vetëm 𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 për 𝑏 ∈ 𝐵. Vëmë 

re që 𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 është  bi-ideal që përmbahet në 𝐵. Kështu, nga minimaliteti i 𝐵 ose 𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 = {0} ose 

𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 = 𝐵. Në rastet 1 ose 2 në qoftë se 𝑏 nuk është i rregullt, atëherë  𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏  𝐵 dhe kështu 

𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 = {0}. Prandaj është e qartë që {𝑏, 0} është bi-ideal dhe kështu 𝐵 = {𝑏, 0}. Kështu, 

ekuivalenca e pohimeve  1 − 4 janë evidente. 

Me të vërtetë, tani është e qartë që një element jo-zero i 𝐵 mund të jetë i rregullt vetëm kur çdo 

element në 𝐵 është i rregullt . Për më tepër 𝑏 ≠ 0 është i rregullt në qoftë se dhe vetëm në qoftë se  

𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 ≠ {0} duke qenë se në një rast të tillë 𝑏𝑆𝑏𝑆𝑏 = 𝐵. Që këtej rrjedh që secili nga pohimet 

5 − 8 janë ekuivalente dhe në secilin rast 𝐵 është kuazi-ideal. 
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PЁRKUFIZIM  2.68.   [23] Për 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ku S është një gjysmëgrup ternar i dhënë përcaktojmë 

𝑎ℬ𝑏 në qoftë se 1) 𝑎 = 𝑏 ose 2) ekzistojnë 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑧 ∈ 𝑆 të tillë që 𝑎𝑢𝑎𝑣𝑎 = 𝑏 dhe 𝑏𝑤𝑏𝑧𝑏 = 𝑎. 

POHIM  2.69. [23]  Relacioni ℬ i përcaktuar është një relacion ekuivalence. 

POHIM  2.70.  [23]  Në qoftë se 𝐴 është një bi-ideal i gjysmëgrupit ternar 𝑆 atëherë 𝐴 = ⋃ 𝐵𝑎𝑎∈𝐴 , 

dmth, çdo bi-ideal është bashkim i ℬ −klasave të tij.  

POHIM  2.71. [23]  Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar me zero 0. Në qoftë se bi-ideali 𝐵 është 

bashkim ℬ −klasash jo-zero, atëherë ai është bi-ideal 0-minimal. 

E anasjellta e këtij pohimi është gjithashtu e vërtetë sin në vijim 

TEOREMË  2.72. [23]  Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar me zero 0. Një bi-ideal  𝐵 është 

0 −minimal vetёm atёherё kur ai është bashkim ℬ −klasash jo-zero. 

VЁRTETIM.   Le të jetë B një bi-ideal 0 −minimal i S = S0. Le të jenë a, b ∈ B\{0}. Meqenëse 

{b, b3} ∪ bSbSb dhe {a, a3} ∪ aSaSa janë qartësisht bi-ideale jo-zero që përmbahen në B ne duhet 

të kemi B = {b, b3} ∪ bSbSb = {a, a3} ∪ aSaSa. 

Tani, supozojmë se a ≠ b. Ne mund të procedojmë nga barazimi i fundit duke dalluar rastet 

Supozojmë se a = b3. Ne kemi dy nën-raste për të konsideruar. 

1)Në qoftë se gjithashtu b = a3 atëherë a = b3 = aa3aa3a = b3a3b3a3b3 =

b(bba3)b(bba3bb)b dhe gjithashtu b = a3 = a(aab3)a(aab3aa)a. Që këtej rrjedh që aℬb. 

2) Në qoftë se b ≠ a3ne duhet të kemi b ∈ aSaSa dhe b = auava për ndonjë u, v ∈ S. Atëherë a =

b3 = (auava)(auava)(auava) = b(bbuavaaub)b(bvaauavbb)b. Përsëri rrjedh që aℬb. 

Tani, në qoftë se a ≠ b and a ≠ b3 ne duhet të kemi a ∈ bSbSb kështu që a = bëbzb për ndonjë 

ë, z ∈ S. Përsëri për b dallojmë rastet si më sipër. Në qoftë se b = a3 ne kemi thjesht rastin 2) me 

rolet e  a dhe të b të këmbyer. Në qoftë se b ∈ aSaSa atëherë b = auava për ndonjë u, v ∈ S. Në 

secilin rast rrjedh që aℬb që nga ne mund të konkludojmë që B = Bb ∪ {0}. E anasjellta është 

thjesht Pohimi 2.71. 
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POHIM  2.73.  [23]  Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar me 0. Në qoftë se 𝑅 është një ideal i 

djathtë 0 −minimal , 𝑀 është një ideal lateral 0 −minimal dhe 𝐿 është një ideal i 

majtë 0 −minimal, atëherë ose 𝑅𝑀𝐿 = {0} ose 𝑅𝑀𝐿 është një bi-ideal 0 −minimal i 𝑆. 

VËRTETIM.   Supozojmë se RML ≠ {0} dhe që ekziston një bi-ideal B me {0}  B  RML. 

Meqenëse RML  R ∩ M ∩ L ne kemi që BSS  (RML)SS  (R ∩ M ∩ L)SS  RSS  R. Kështu, 

nga minimaliteti i  R ne kemi BSS = R. Ne kemi gjithashtu që SBS  S(RML)S  S(R ∩ M ∩

L)S  SMS  M. Nga minimaliteti i M rrjedh që SBS = M. Për më tepër, ne kemi 

SSB  SS(RML)  SS(R ∩ M ∩ L)  SSL  L dhe duke qenë se L është minimal kemi që SSB = L. 

Kështu B  RML = (BSS)(SBS)(SSB) = B(SSS)B(SSS)B  BSBSB  B gjë që është një 

kontradiksion që nga RML është bi-ideal 0 −minimal. 

POHIM  2.74. [23] Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar me 0. Në qoftë se 𝐵 është një bi-ideal 

0 −minimal i 𝑆 atëherë për çdo ideal të djathtë 𝑅 që përmbahet në 𝐵𝑆𝑆, çdo idela lateral 𝑀 që 

përmbahet në 𝑆𝐵𝑆 dhe çdo ideal të majtë 𝐿 që përmabhet në 𝑆𝑆𝐵 ne kemi që ose 𝑅𝑀𝐿 = {0} ose 

𝑅𝑀𝐿 = 𝐵. 

VËRTETIM. Let të jetë R  BSS, M  SBS dhe L  SSB. Atëherë RML  (BSS)(SBS)(SSB) =

B(SSS)B(SSS)B  BSBSB  B. Meqenëse RML është një  bi-ideal dhe B është 0 −minimal rrjedh 

që RML = {0} ose RML = B. 

POHIM  2.75.  [23]  Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar. Në qoftë se 𝐵 është një bi-ideal minimal 

i 𝑆 atëherë 𝐵𝑆𝑆, 𝑆𝐵𝑆 dhe 𝑆𝑆𝐵 janë ideale të majtë, të djathtë dhe laterlë minimalë të 𝑆 

respektivisht dhe 𝐵 = (𝐵𝑆𝑆)(𝑆𝐵𝑆)(𝑆𝑆𝐵), domethënë 𝐵 është një produkt i  një ideali të djathtë 

minimal, ideali lateral minimal dhe ideali të majtë minimal. 

VËRTETIM.   Le të jetë R një ideal i djathtë , M një ideal lateral dhe L një ideal i majtë  i S me 

R  BSS, M  SBS dhe L  SSB. Meqenëse RML është një bi-ideal me 

RML  BSSSBSSSB  BSBSB  B ne duhet të kemi B = RML. Por RML  R ∩ M ∩ L dhe kështu 

B  R. Prandaj ne kemi BSS  RSS  R kështu që R = BSS. Për më tepër, BSS është një ideal i 

djathtë minimal . Në mënyrë të ngjashme SSB është një ideal i majtë minimal . Tani B  M 

implikon SBS  SMS  M. Kështu SBS = M.Që këtej rrjedh që SBS është një ideal lateral minimal. 
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Meqenëse B është një bi-ideal minimal i cili përmban  (BSS)(SBS)(SSB) që në vetvete është një 

bi-ideal kemi që B = (BSS)(SBS)(SSB). 

PЁRKUFIZIM 2.76.    Njё nёnbashkёsi joboshe 𝐵 e gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё quajtur pothuajse 

bi-ideal i 𝑆 nё qoftё se 𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵 ∩ 𝐵 ≠ ∅, pёr çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆. 

SHEMBULL 2.77.   Konsiderojmё gjysmёgrupin 𝑍3 nё lidhje me mbledhjen e zakonshme. 

Pёrcaktojmё veprimin ternar * sipas barazimit �̅� ∗ �̅� ∗ 𝑐̅ = �̅� + �̅� + 𝑐̅. Atёherё 𝑍3 nё lidhje me 

veprimin ternar * formon gjysmёgrup ternar.  Le tё jetё 𝐵 = {1̅, 2̅}. Atёherё 𝐵 ёshtё pothuajse bi-

ideal i 𝑍3. 

SHEMBULL 2.78.   Konsiderojmё gjysmёgrupin 𝑆 = {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑐} me tabelёn e shumёzimit: 

   

 

  

 

 

Le tё jetё 𝐵 = {𝑒, 𝑎}. Atёherё 𝐵 ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆.  

POHIM 2.79.   Ҫdo bi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.    Supozojmё qё 𝐵 ёshtё njё bi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Atёherё 𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵 ≠ ∅ 

dhe 𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵 𝐵𝑆𝐵𝑆𝐵 𝐵, pёr çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆. Kёshtu 𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵 ∩ 𝐵 = 𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵 ≠ ∅ prandaj 𝐵 ёshtё 

pothuajse bi-ideal i 𝑆. 

POHIM 2.80.    Le tё jetё 𝐵 pothuajse bi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆. Le tё jetё 𝐵′ njё 

nёnbashkёsi joboshe e 𝑆 e tillё qё 𝐵 𝐵′ 𝑆. Atёherё 𝐵′ ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.    Le tё jetё 𝐵 pothuajse bi-ideal i gjysmёgrupit ternar 𝑆 i tillё qё  𝐵 𝐵′ 𝑆. Atёherё 

∅ ≠ 𝐵𝑥𝐵𝑦𝐵 ∩ 𝐵 𝐵′𝑥𝐵′𝑦𝐵′ ∩ 𝐵′ pёr çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆. Kёshtu 𝐵′ ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆. 

 𝑒   𝑎   𝑏   𝑐  

 𝑒 

𝑎 

𝑏 

𝑐 

 

e   a   b    c 

a   e   c    b 

b   c   e    a 

c   b   a    e 
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POHIM 2.81.    Bashkimi i pothuasje dy bi-idealeve tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse bi-

ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.    Le tё jenё 𝐵1 dhe 𝐵2 dy pothuajse bi-ideale tё gjysmёgrupit ternar 𝑆. Meqenёse 

𝐵1 𝐵1 ∪ 𝐵2 atёherё nga Pohimi 2.8 kemi qё  𝐵1 ∪ 𝐵2  ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆.   

VЁREJTJE  2.82. Nё qoftё se prerja e dy ose mё shumё nёngjysmёgrupeve ternare 

(nёnbashkёsive) tё gjysmёgrupit ternar 𝑆 ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆 atёherё nёngjysmёgrupet 

ternare (nёnbashkёsitё) janё pothuajse bi-ideale tё 𝑆.    

POHIM   2.83.   Prodhimi i tre ose mё shumё pothuajse bi-idealeve tё njё gjysmёgrupi ternar 𝑆 

nё pёrgjithёsi nuk ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆. 

VЁRTETIM.   Do tё vёrtetojmё pohimin nё rastin e tre objekteve, shtrirja e mё shumё se tre rrjedh 

nga induksioni. Le tё jenё 𝐴, 𝐵 dhe 𝐶 tre pothuajse bi-ideale tё 𝑆. Atёherё 𝐴𝐵𝐶 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 por 

𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 nuk ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆 kёshtu 𝐴𝐵𝐶 duke qenё nёnbashkёsi e  𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 nuk 

ёshtё pothuajse bi-ideal i 𝑆. 
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KAPITULLI  3 

DISA  KARAKTERIZIME  TË  −GJYSMËGRUPEVE  TERNARE 

     Në këtë kapitull do paraqesim disa karakterizime të -gjysmëgrupeve ternare nëpërmjet 

nënstrukturave të tyre të cilat zbulojnë disa veti të rëndësishme të këtyre strukturave. 

3.1   KONCEPTE HYRËSE 

Le të paraqesim disa koncepte elementare në  −gjysmëgrupet ternare. 

PËRKUFIZIM  3.0.  [7]    −gjysmëgrup ternar quhet treshja e radhitur (M, M(), ()M) ku M 

dhe  janë dy bashkësi joboshe, M() shumëzim në M nëpërmjet elementëve të bashkësisë , ()M 

shumëzim në  nëpërmjet elementëve të M, e tillë që: 

a,b,c,d,e  M dhe ,,,  , (abc)de=a(bcd)e=ab(cde) 

SHEMBULL  3.1. Le të jenë 𝐴 dhe 𝐵 dy bashkësi. Bashkësia e pasqyrimeve të 𝐴 në 𝐵 formon 

 − gjysmëgrup ternar në qoftë se si   marrim bashkësinë e pasqyrimeve të 𝐵 në 𝐴 në lidhje me 

shumëzimin në 𝑀 nëpërmjet elementëve të   dhe shumëzimin në  nëpërmjet elementëve të 𝑀 

që përcaktohen përkatësisht me në të kompozimeve të zakonshme 𝑓1   𝑓2   𝑓3 dhe 

  𝑔1    𝑔2  , për ҫdo pasqyrim 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑔1, 𝑔2 të bashkësisë 𝐴 në bashkësinë 𝐵 dhe ҫdo 

pasqyrim , , , ,  të bashkësisë 𝐵 në bashkësinë 𝐴, në sajë të vetisë së shoqërimit që ka 

komp;ozimi i pasqyrimeve. 

SHEMBULL 3.2.  Le të jetë 𝑀 bashkësia e numrave natyrorë të trajtës 4𝑛 + 3 dhe  bashkësia e 

numrave natyrorë të trajtës 4𝑛 + 1. Përcaktojmë shumëzimin në 𝑀 nëpërmjet elementëve të  me 

anë të barazimit 𝑎𝑏𝑐 = 𝑎 +  + 𝑏 +  + 𝑐 dhe shumëzimin në  nëpërmjet elementëve të 𝑀 

me anë të barazimit 𝑎𝑏 =  + 𝑎 +  + 𝑏 + . Meqë mbledhja e zakonshme e numrave natyrorë 

e ka vetinë e shoqërimit, treshja e radhitur  (M, M(), ()M) është  −gjysmëgrup ternar. 

PËRKUFIZIM  3.3.   −gjysmëgrup ternar quhet ҫifti i radhitur (S, S()) ku S dhe  janë dy 

bashkësi joboshe dhe S() është shumëzim në S nëpërmjet elementëve të , i tillë që 

 a, b, c, d,e  S dhe  , , ,   , (abc)de = ab(cde) 
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Le të jenë 𝑀 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, … } dhe  = {𝑥, 𝑦, 𝑧, … } dy bashkësi joboshe. 𝑀 quhet  −gjysmëgrup 

ternar në qoftë se  

(1)   𝑎𝑥𝑏𝑦𝑐 ∈ 𝑀 

(2)   (𝑎𝑥𝑏𝑦𝑐)𝑧𝑑𝑤𝑒 = 𝑎𝑥𝑏𝑦(𝑐𝑧𝑑𝑤𝑒) 

për ҫdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ 𝑀 dhe për ҫdo 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ . 

SHEMBULL  3.4. Le të jetë (𝑆, ) një gjysmëgrup ternar dhe  një bashkësi ҫfarëdo. Përcaktojmë 

në 𝑆 shumëzimin nëpërmjet elementëve të , S(), me anë të prodhimit të elementëve të 

gjysmëgrupit ternar (𝑆, ), 𝑎𝑏𝑐 = 𝑎 𝑏 𝑐. Meqë shumëzimi i gjysmëgrupit ternar (𝑆, )ka vetinë 

e shoqërimit kemi 

           𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) = 𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) = 𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) = (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒 = (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒 = (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒.  

Pra, ҫifti i radhitur (S, S()) është  −gjysmëgrup ternar. Kështu, meqë nga ҫdo gjysmëgrup ternar 

𝑆 kemi natyrshëm një  −gjysmëgrup ternar themi (me mirëkuptim) se ҫdo gjysmëgrup ternar 

është një  −gjysmëgrup ternar dhe rrjedhimisht  −gjysmëgrupet ternare mund ti konsiderojmë 

si përgjithësime të gjysmëgrupeve ternare. 

SHEMBULL 3.5.  Le të jetë 𝑆 = [0, 1] dhe  = {
1

𝑛
  𝑛 ∈ 𝑁}. Përcaktojmë në 𝑆 shumëzimin 

nëpërmjet elementëve të , (S, S()), me anë të prodhimit të zakonshëm, domethënë për ҫdo tre 

numra realë 𝑎, 𝑏, 𝑐 të segmentit [0, 1] dhe ҫdo thyesë  =
1

𝑚
,  =

1

𝑛
 kemi 𝑎𝑏𝑐 = 𝑎 

1

𝑚
 𝑏 

1

𝑛
𝑐 =

𝑎𝑏𝑐

𝑚𝑛
. Ҫifti i radhitur  (S, S()) është  −gjysmëgrup ternar, meqë shumëzimi i zaakonshëm e ka 

vetinë e shoqërimit. 

Për  −gjymsëgrupet ternare, ashtu si dhe për gjysmëgrupet ternare, jepet koncepti i 

 −nëngjysmëgrupit ternar.  

PËRKUFIZIM  3.6.    Nënbashkësia joboshe 𝑆1 e bashkësisë 𝑆 quhet  −nëngjysmëgrup ternar i 

 −gjysmëgrupit ternar (S, S())  në qoftë se  (𝑆1, 𝑆1()) është  −gjysmëgrup ternar. 

Le të jenë 𝐴 dhe 𝐵 dy nënbashkësi joboshe të  −gjysmëgrupit ternar 𝑆. Në këtë rast shënimi 

𝐴𝐵𝐶 përdoret për të treguar bashkësinë e të gjitha elementëve të 𝑆 që kanë trajtën 𝑎𝑏𝑐 ku  

𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑐 ∈ 𝐶 dhe ,  ∈ . Në qoftë se 𝐴 = {𝑎}, 𝐵 = {𝑏} ose 𝐶 = {𝑐} atëherë për thjeshtësi 

nëvendtëshënimeve       
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{𝑎}𝐵𝐶, 𝐴{𝑏}𝐶, 𝐴𝐵{𝑐}, {𝑎}{𝑏}𝐶, {𝑎}𝐵{𝑐}, 𝐴{𝑏}{𝑐}, {𝑎}{𝑏}{𝑐} do të përdorim 

shënimet 𝑎𝐵𝐶, 𝐴𝑏𝐶, 𝐴𝐵𝑐, 𝑎𝑏𝐶, 𝑎𝐵𝑐, 𝐴𝑏𝑐, 𝑎𝑏𝑐. 

Kështu,  −nëngjysmëgrup ternar i  − gjysmëgrupit ternar 𝑆 është ҫdo nënbashkësi joboshe 𝑆1 

e 𝑆 e tillë që 𝑆1 𝑆1 𝑆1  𝑆1. 

Në qoftë se në Shembullin 2 marrim 𝑆1 = [0,
1

2
] atëherë duket qartë që nënbashkësia 𝑆1 është 

 −nëngjysmëgrup ternar i  −gjysmëgrupit ternar (S, S()). 

Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar dhe ,  dy elementë të  . Përcaktojmë një shumëzim  në 

𝑆 me anë të barazimit 𝑎 𝑏 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐, për ҫdo tre element të 𝑆. Duket qartë që (𝑆, ) është një 

gjysmëgrup ternar. Ky gjysmëgrup ternar shënohet 𝑆, . 

PËRKUFIZIM  3.7.   Një −gjysmëgrup ternr quhet −grup ternar në qoftë se për ҫdo ,   , 

gjysmëgrupi ternar 𝑆, është grup. 

[7]  Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar dhe ,  dy elementë të  . Një element 𝑒 i 𝑆 quhet 

,  −idempotent në qoftë se 𝑒𝑒𝑒 = 𝑒. Bashkësia e të gjitha ,  −idempotentëve shënohet 𝐸, 

,ndërsa ⋃ 𝐸,,∈  shënohet 𝐸(𝑆). Elementët e bashkësisë 𝐸(𝑆) quhen idempotentë të 𝑆. Një 

 −gjysmëgrup ternar 𝑆 quhet  −gjysmëgrup idempotent në qoftë se 𝑆 = 𝐸(𝑆). Në qoftë se 𝑒 

është një ,  −idempotent i  −gjysmëgrupit ternar 𝑆, atëherë shënojmë 𝑒𝑆𝑒𝑆𝑒 bashkësinë 

e elementëve të trajtës (𝑒𝑠1𝑒)𝑠2𝑒 për ҫdo 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆 të cilët i shënojmë thjesht 𝑒𝑠1𝑒𝑠2𝑒. 

Bashkësia 𝑒𝑆𝑒𝑆𝑒 është nëngjysmëgrup ternar 𝑆, = (𝑆, ) meqë kemi 𝑒 𝑆 𝑒 𝑆 𝑒 =

𝑒𝑆𝑒𝑆𝑒. Për më tepër, ,  −idempotenti është njësh i këtij nëngjysmëgrupi ternar sepse 

𝑒 𝑒 𝑒 = 𝑒 dhe rrjedhimisht kemi 𝑒 𝑒 (𝑒 𝑆 𝑒 𝑆 𝑒) = (𝑒 𝑒 𝑒) 𝑆 𝑒 𝑆 𝑒 =

𝑒 𝑆 𝑒 𝑆 𝑒, (𝑒 𝑆 𝑒 𝑆 𝑒) 𝑒 𝑒 = 𝑒 𝑆 (𝑒 𝑆 𝑒 𝑒 𝑒) = 𝑒 𝑆 𝑒 𝑆 𝑒. 

3.2   IDEALET DHE KUAZI-IDEALET NË  −GJYSMËGRUPET TERNARE 

Në ngjashnëri me gjysmëgrupet ternare janë future koncepti i idelit të majtë, idelit të djathtë, idealit 

dhe kuazi-idealit në  −gjysmëgrupet ternare.  

PËRKUFIZIM   3.8.    Ideal i djathtë i majtë, lateral i −gjysmëgrupit ternar (S, S())  quhet 

ҫdo nënbashkësi joboshe R L, M e S e tillë që RSS  R SSL  L, SMS  M.  
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PËRKUFIZIM   3.9.   Ideal i −gjysmëgrupit ternar  (S, S())  quhet ҫdo nënbashkësi joboshe e 

S e cila është njëherësh ideal i djathtë, i majtë dhe lateral i këtij −gjysmëgrupi ternar.     

PËRKUFIZIM   3.10.   Kuazi-ideal i −gjysmëgrupit ternar (S, S())  quhet ҫdo nënbashkësi 

joboshe Q e S e tillë që QSS  SQS  SSQ  Q dhe QSS  SSQSS  SSQ  

Q. 

Duket qartë që ҫdo ideal i majtë i djathtë, lateral, ideal, kuazi-ideal i  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 

është  −nëngjysmëgrup ternar i 𝑆. Po ashtu, ҫdo ideal i majtë i djathtë, lateral i  −gjysmëgrupit 

ternar 𝑆 është kuazi-ideal i 𝑆. 

Në ngjashmëri me gjysmëgrupet ternare kemi këtë pohim: 

POHIM  3.11.  Një nënbashkësi joboshe Q e −gjysmëgrupit ternar S është një kuazi-ideal i S 

vetёm atёherё kur është prerje e një ideali të majtë, të djathtë dhe lateral të S. 

VËRTETIM.   Supozojmë se nënbashkësia joboshe 𝑄 e  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 është kuazi-

ideal i këtij gjysmëgrupi ternar. Nuk është e vështirë të provohet që 𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆 është ideal i djathtë 

i 𝑆, 𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄 është ideal i mjtë i 𝑆 dhe 𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 është ideal lateral i 𝑆. Përfshierja 

𝑄 (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) është e qartë.Anasjelltas. Le të jetë 𝑎 një 

element i prerjes  (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄). Atëherë 𝑎 −ja është element i 

𝑄 ose është element i prerjes 𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑄. Meqë 𝑄 është kuazi-ideal i 𝑆, atëherë 

në rastin e dytë kemi 𝑎 ∈ 𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑄 𝑄. Kështu kemi edhe përfshierjen  

(𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) 𝑄 e cila së bashku me përfshierjen e qartë që 

përmëndëm më sipër, tregon se 𝑄 = (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄). Pra, kuazi-

ideali 𝑄 është prerje e idealit të majtë  𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄, idealit lateral  𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 dhe idealit të djathtë 

𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆. Për të vërtetuar pjesën tjetër të pohimit supozojmë se 𝑄 është prerje e idealit të majtë 

𝐿, idealit lateral 𝑀 dhe idealit të djathtë 𝑅 të 𝑆. Pra, 𝑄 = 𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅. Meqë 𝐿 është ideal i majtë, 

𝑀 ideal lateral dhe 𝑅 ideal i djathtë i 𝑆 kemi  𝑄𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑄  (𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅)𝑆𝑆 ∩ 

𝑆(𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅)𝑆 ∩ 𝑆𝑆(𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅) 𝐿𝑆𝑆 ∩ 𝑆𝑀𝑆 ∩ 𝑆𝑆𝑅 𝐿 ∩ 𝑀 ∩ 𝑅 = 𝑄 dhe 

rrjedhimisht 𝑄 −ja është kuazi-ideal i  − gjysmëgrupit ternar 𝑆. 

Zero e  − gjysmëgrupit ternar 𝑆 quhet një element 0 ∈ 𝑆 i tillë që për ҫdo element 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 dhe 

për ҫdo ,  ∈   kemi 𝑎𝑏0 = 𝑎00 = 𝑎0𝑏 = 0𝑎𝑏 = 000 = 0. 
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TEOREMË  3.12.   Për ҫdo  −gjysmëgrup ternar 𝑆 pa zero pohimet e mëposhtme janë 

ekuivalente: 

1) Ekziston , e tillë që (S,) = 𝑆, është grup ternar 

2) −gjysmëgrupi ternar S nuk ka asnjë kuazi-ideal të ndryshëm nga S 

3) −gjysmëgrupi ternar S nuk ka asnjë ideal të djathtë, ideal lateral dhe ideal të majtë të 

ndryshëm nga S. 

VËRTETIM.   1) 2) Supozojmë se pohimi 1) është i vërtetë dhe le të jetë 𝑄 një kuazi-ideal i 

 −gjysmëgrupit ternar 𝑆 dhe 𝑎 nje element i 𝑄. Atëherë, 𝑆 = 𝑆 𝑆 𝑎 = 𝑆 𝑆𝑎 = 𝑆 𝑎 𝑆 =

𝑆 𝑎 𝑆 = 𝑎 𝑆 𝑆 = 𝑎 𝑆 𝑆 = 𝑆 𝑆 𝑎 ∩ 𝑆 𝑎 𝑆 ∩ 𝑎 𝑆 𝑆 𝑆𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 𝑄 

dhe rrjedhimisht 𝑆 = 𝑄. 

2) 3) Implikimi është i vërtetë meqë ҫdo ideal i majtë, ideal i djathtë dhe lateral i 

 −gjysmëgrupit ternar 𝑆 është kuazi-ideal i tij.   

3) 1) Supozojmë se pohimi 3) është i vërtetë. Le të jenë   dhe  dy element të  . Për ҫdo 

element 𝑎 ∈ 𝑆 bashkësia 𝑎 𝑆 𝑆 është ideal i djathtë i 𝑆 sepse ajo është joboshe dhe 

(𝑎 𝑆 𝑆 )𝑆𝑆 𝑎 𝑆 (𝑆𝑆𝑆) 𝑎 𝑆 𝑆 . Në mënyrë të ngjashme tregohet se për ҫdo element 

𝑎 ∈ 𝑆 bashkësia 𝑆 𝑆 𝑎 është ideal i majtë i 𝑆 dhe bashkësia 𝑆 𝑎 𝑆 është ideal lateral i 𝑆. Meqë 

 −gjysmëgrupi ternar 𝑆 nuk ka ideal të djathtë të ndryshëm nga 𝑆, nuk ka ideal të majtë të 

ndryshëm nga 𝑆 dhe po ashtu nuk ka ideal lateral të ndreyshëm nga 𝑆 kemi 𝑎 𝑆 𝑆 = 𝑆, 𝑆 𝑎 𝑆 =

𝑆 dhe 𝑆 𝑆 𝑎 = 𝑆. Për ҫdo element 𝑎 ∈ 𝑆 janë të vërteta barazimet: 𝑎 𝑆 𝑆 = 𝑆, 𝑆 𝑆 𝑎 = 𝑆 dhe 

𝑆 𝑎 𝑆 = 𝑆 që tregojnë se (𝑆, ) = 𝑆, është grup ternar. 

RRJEDHIM  3.13..   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar pa zero. Në qoftë se 𝑆, = (𝑆, ) është 

grup ternar për ndonjë ,  ∈ , atëherë 𝑆, është grup ternar për ҫdo ,  ∈ . 

VËRTETIM.   Supozojmë se 𝑆, = (𝑆, ) është grup ternar për ndonjë ,  ∈ . Atëherë, nga 

Teorema 9.a.  −gjysmëgrupi ternar 𝑆 nuk ka kuazi-ideale të ndryshëm nga 𝑆 −ja. Përsëri nga kjo 

teoremë rrjedh që 𝑆, = (𝑆, ) është grup ternar për ҫdo ,  ∈ . 

Kështu, nga ky rrjedhim kemi: 

 −gjysmëgrupi ternar 𝑆 është grup ternar vetёm atёherё kur ekzistojnë dy elementë ,  ∈   i 

tillë që 𝑆, = (𝑆, ) është grup ternar.  
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TEOREMË  3.14.    Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar me zero i tillë që 𝑆𝑆𝑆 ≠ 0. Atëherë 

pohimet e mëposhtme janë ekuivalente: 

(𝑖) Ekziston ,  ∈   i tillë që 𝑆, = (𝑆, ) është grup ternar me zero 

(𝑖𝑖)  −gjysmëgrupi ternar 𝑆 nuk ka kuazi-ideale të ndryshëm nga zeroja dhe vetë 𝑆 −ja 

(𝑖𝑖𝑖) Të vetmit ideale të djathtë, ideale të majtë dhe ideale lateral të   −gjysmëgrupit ternar 𝑆 

janë zeroja dhe vetë  𝑆 −ja 

VËRTETIM.   (𝑖) (𝑖𝑖) Le të jetë 𝑄 një kuazi-ideal i 𝑆 i ndryshëm nga zero dhe 𝑎 një element 

jozero i tij. Atëherë 𝑆 = 𝑆 𝑆 𝑎 = 𝑎 𝑆 𝑆 = 𝑆 𝑎 𝑆 = 𝑆 𝑆 𝑎 = 𝑎 𝑆 𝑆 = 𝑆 𝑎 𝑆 =

𝑆 𝑆 𝑎 ∩ 𝑎 𝑆 𝑆 ∩ 𝑆 𝑎 𝑆 𝑆 𝑆 𝑄 ∩ 𝑄 𝑆 𝑆 ∩ 𝑆 𝑄 𝑆 𝑄 dhe kështu 𝑄 = 𝑆. 

(𝑖𝑖) (𝑖𝑖𝑖) Implikimi është i qartë. 

(𝑖𝑖𝑖) (𝑖) Supozojmë se të vetmit ideale të djathta të 𝑆 janë 0 dhe vetë 𝑆. Për ҫdo element 𝑎 ∈ 𝑆 

të ndryshëm nga zero bashkësia 𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 është ideal i djathtë i 𝑆 duke qenë se ajo është joboshe 

dhe (𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 )𝑆𝑆 𝑎𝑆𝑆 ∪ (𝑎𝑆𝑆)𝑆𝑆 𝑎𝑆𝑆 𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 . Meqenëse 𝑆 nuk ka 

ideale të djathtë të ndryshëm nga zero dhe 𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 ≠ 0 duke qenë se 𝑎 ≠ 0, atëherë kemi  𝑎 ∪

𝑎𝑆𝑆 = 𝑆. Kështu 𝑎𝑆𝑆 (𝑎 ∪ 𝑎𝑆𝑆 )𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑆 ≠ 0. Nga ana tjetër kemi që 𝑎𝑆𝑆 

është ideal i djathtë prandaj   𝑎𝑆𝑆 = 𝑆. Në mënyrë të ngjashme tregohet që 𝑆𝑆𝑎 = 𝑆 dhe 

𝑆𝑎𝑆 = 𝑆. Kështu, për ҫdo element 𝑎 ≠ 0 kemi 𝑎 𝑆 𝑆 = 𝑆, 𝑆 𝑎 𝑆 = 𝑆 dhe 𝑆 𝑆 𝑎 = 𝑆. 

Këto barzime tregojnë që 𝑆, = (𝑆, ) është grup ternar me zero, për ҫdo ,  ∈ . 

VËREJTJE  3.15.    Është e qartë që 0 dhe vetë 𝑆 janë ideale të majtë, të djathtë dhe lateralë të 𝑆. 

RRJEDHIM  3.16.   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar me zero i tillë që  𝑆𝑆𝑆 ≠ 0. Në qoftë 

se 𝑆,  = (𝑆, ) është grup ternar me zero për ndonjë ,  ∈ , atëherë 𝑆 është grup ternar me 

zero, për ҫdo ,  ∈ . 

VËRTETIM.   Në bazë të Teoremës 3.14. kemi që në qoftë se 𝑆, është grup ternar me zero, për 

ndonjë ,  ∈  atëherë 𝑆 nuk ka kuazi-ideale të ndryshme nga zero dhe vetë 𝑆.Përsëri nga kjo 

teoremë kemi që (𝑆, ) është grup ternar me zero, për ҫdo ,  ∈ . 

Le të jetë tani 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar me zero. Atëherë 𝑆 do të quhet  −grup ternar me zero 

në qoftë se për ҫdo ,  ∈ , 𝑆, = (𝑆, ) është grup ternar me zero. 



 

60 
 

Nga Rrjedhimi 3.16. kemi:  −gjysmëgrupi ternar me zero 𝑆 është  −grup ternar me zero vetёm 

atёherё kur ekziston ,  ∈   i tillë që  𝑆, = (𝑆, ) është grup ternar me zero.  

TEOREMË 3.17.   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar pa zero. Atëherë janë të vërteta pohimet 

e mëposhtme: 

(𝑖) 𝑆 nuk ka ideale të majtë të djathtë, lateralë të ndryshëm nga 𝑆 −ja vetёm atёherё kur për ҫdo 

𝑠 ∈ 𝑆, 𝑆𝑆𝑠 = 𝑆, [𝑠𝑆𝑆 = 𝑆, 𝑆𝑠𝑆 = 𝑆] 

(𝑖𝑖) Në qoftë se për ҫdo 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑆𝑆𝑠 ∩ 𝑆𝑠𝑆 ∩ 𝑠𝑆𝑆 = 𝑆 atëherë 𝑆 nuk ka kuazi-ideale të 

ndryshëm nga 𝑆 −ja 

VËRTETIM.   (𝑖)  Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar pa zero i cili  nuk ka ideale të majtë të 

djathtë, lateralë të ndryshëm nga 𝑆 −ja. Atëherë, për ҫdo 𝑠 ∈ 𝑆 kemi që 𝑠𝑠𝑠 ∈ 𝑆𝑆𝑠 kështu 

që 𝑆𝑆𝑠 është joboshe. Gjithashtu 𝑆𝑆(𝑆𝑆𝑠) (𝑆𝑆𝑆)𝑆𝑠 𝑆𝑆𝑠. Kështu 𝑆𝑆𝑠 është 

ideal i mjtë i 𝑆 −së prandaj 𝑆𝑆𝑠 = 𝑆. 

Anasjelltas. Supozojmë se  për ҫdo 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑆𝑆𝑠 = 𝑆. Le të jetë 𝐿 një ideal i majtë i 𝑆 −së dhe 

𝑎 ∈ 𝐿. Nga kushti kemi që për ҫdo 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑆𝑆𝑎 = 𝑆. Meqenëse 𝐿 është ideal i majtë kemi që 

𝑆 = 𝑆𝑆𝑎 𝑆𝑆𝐿 𝐿 dhe rrjedhimisht 𝑆 = 𝐿. Kjo tregon që 𝑆 nuk ka ideale të majtë të 

ndryshëm nga 𝑆 −ja. Në mënyrë të ngjashme vërtetohet pohimi në rastin e idealit të djathtë dhe 

lateral.     

(𝑖𝑖) Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar pa zero i tillë që për ҫdo 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑆𝑆𝑠 ∩ 𝑆𝑠𝑆 ∩

𝑠𝑆𝑆 = 𝑆. Le të jetë 𝑄 një kuazi-ideal i 𝑆 −së dhe 𝑘 ∈ 𝑄. Atëherë kemi 𝑆 = 𝑆𝑘 ∩ 𝑆𝑘𝑆 ∩

𝑘𝑆𝑆 𝑆𝑄 ∩ 𝑆𝑄𝑆 ∩ 𝑄𝑆𝑆 𝑄 dhe kështu 𝑆 = 𝑄. Kjo tregon që 𝑆 nuk ka kuazi-ideale të 

ndryshëm nga 𝑆 −ja. 

Në mënyrë të ngjashme vërtetohet teorema e mëposhtme: 

TEOREMË  3.18.   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar me zero. Atëherë janë të vërteta pohimet 

e mëposhtme: 

(𝑖) 𝑆 nuk ka ideale të majtë të djathtë, lateralë të ndryshëm nga zeroja dhe 𝑆 −ja vetёm atёherё 

kur  për ҫdo 𝑠 ∈ 𝑆\{0}, 𝑆𝑆𝑠 = 𝑆, [𝑠𝑆𝑆 = 𝑆, 𝑆𝑠𝑆 = 𝑆] 

(𝑖𝑖) Në qoftë se për ҫdo 𝑠 ∈ 𝑆\{0}, 𝑆𝑆𝑠 ∩ (𝑆𝑠𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑠𝑆𝑆) ∩ 𝑠𝑆𝑆 = 𝑆 atëherë 𝑆 nuk 

ka kuazi-ideale të ndryshëm nga 𝑆 −ja. 
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POHIM  3.19.   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar pa zero. Atëherë, prerja e një familjeje 

joboshe kuazi-idealesh idealesh të majta, idealesh të djathta, idealesh laterale, idealesh të 𝑆 −së 

është kuazi-ideal ideal i majtë, ideal i djathtë, ideal lateral,ideal i 𝑆 −së. 

VËRTETIM.   Le të jetë (𝑄𝑖)𝑖∈𝐼 një familje joboshe kuazi-idealesh të 𝑆 −së. Atëherë, për ҫdo 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 , 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4, 𝑠5, 𝑠6 ∈ 𝑆 dhe 𝛼, 𝛽, , , 𝜆, 𝜇 ∈   të tillë që  𝑠1𝛼𝑠2𝛽𝑎 = 𝑠3 𝑏 𝑠4 =

𝑐𝜆𝑠5𝜇𝑠6 kemi që 𝑠1𝛼𝑠2𝛽𝑎 = 𝑠3 𝑏 𝑠4 = 𝑐𝜆𝑠5𝜇𝑠6 ∈ 𝑆𝑆𝑄𝑖 ∩ 𝑆𝑄𝑖𝑆 ∩ 𝑄𝑖𝑆𝑆 𝑄𝑖, për ҫdo 

𝑖 ∈ 𝐼.Kështu,që𝑠1𝛼𝑠2𝛽𝑎 = 𝑠3 𝑏 𝑠4 = 𝑐𝜆𝑠5𝜇𝑠6 ∈ ⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 .Kështu𝑆𝑆(⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 ) ∩

𝑆(⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 )𝑆 ∩ (⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 )𝑆𝑆 ⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼 .  Kjo do të thotë që  ⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼  është kuazi-ideal i 𝑆 −së. 

Në mënyrë të ngjashme bëhet vërtetimi në rastin e idealit të majtë, idealit të djathtë, idealit lateral 

dhe idealit.  

Në këtë pohim kushti që prerja e familjes së kuazi-idealeve të jetë joboshe është thelbësor. Le të 

japim një shëmbull. Bashkësia e numrave natyrorë 𝑁 është një  −gjysmëgrup ternar në qoftë se 

marrim  = {1} dhe si shumëzim në 𝑁 me elementë të  shumëzimin e zakonshëm. Tregohet lehtë 

që për ҫdo 𝑛 ∈ 𝑁 bashkësia 𝑄𝑛 = {𝑛 + 1, 𝑛 + 2, … } është kuazi-ideal i   −gjysmëgrupit ternar 

𝑁 por ⋂ 𝑄𝑖𝑖∈𝐼  është boshe sepse për ҫdo 𝑚 ∈ 𝑁, 𝑚 𝑄𝑚. 

Le të jetë 𝑋 një nënbshkësi joboshe e  −gjysmëgrupit ternar 𝑆.Nga pohimi i mësipërm prerja e të  

gjitha idealeve të majta idealeve të djathta, idealeve laterale, idealeve, kuazi-idealeve që 

përmbajnë 𝑋 është ideal i majtë ideal i djathtë, ideal lateral, ideal, kuazi-ideal i 𝑆 duke qenë se 

kjo prerje është joboshe sepse përmban 𝑋 ≠ . Pikërisht ky ideal i majtë ideal i djathtë, ideal 

lateral, ideal, kuazi-ideal quhet ideal i majtë ideal i djathtë, ideal lateral, ideal, kuazi-ideal  i 

gjeneruar nga 𝑋 dhe shënohet (𝑋)𝑙[(𝑋)𝑟 , (𝑋)𝑚, (𝑋)𝑡, (𝑋)𝑞].   

Tregohet lehtë që :        (𝑋)𝑙 = 𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋 

                                           (𝑋)𝑟 = 𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆      

                                     (𝑋)𝑚 = 𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆 

                                      (𝑋)𝑡 = 𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆 

                                     (𝑋)𝑞 = 𝑋 ∪ (𝑆𝑆𝑋 ∩ (𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ 𝑋𝑆𝑆) 

POHIM  3.20.    Në qoftë se 𝑋 është një nënbashkësi joboshe e  −gjysmëgrupit ternar 𝑆, atëherë 

(𝑋)𝑞 = (𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋) ∩ (𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ (𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆) = (𝑋)𝑙 ∩ (𝑋)𝑚 ∩ (𝑋)𝑟 
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VËRTETIM.    Shënojmë 𝐷 = (𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋) ∩ (𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ (𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆). 

Atëherë 𝐷 = (𝑋)𝑙 ∩ (𝑋)𝑚 ∩ (𝑋)𝑟 . Nga Pohimi 8 kemi që 𝐷 është një kuazi-ideal i 𝑆 që përmban 

𝑋. Kështu (𝑋)𝑞 𝐷. Përsëri nga Pohimi 8 kemi që 𝑄 = (𝑋)𝑞 ka formën (𝑋)𝑞 = 𝑄 = 

(𝑄 ∪ 𝑆𝑆𝑄) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆). Ky barazim dhe përfshierja 

𝑋 𝑄sjellin𝐷 = (𝑋 ∪ 𝑆𝑆𝑋) ∩ (𝑋 ∪ 𝑆𝑋𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑋𝑆𝑆) ∩ (𝑋 ∪ 𝑋𝑆𝑆) (𝑄 ∪

𝑆𝑆𝑄) ∩ (𝑄 ∪ 𝑆𝑄𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑄𝑆𝑆) ∩ (𝑄 ∪ 𝑄𝑆𝑆) = 𝑄 = (𝑋)𝑞. Meqenëse 𝐷 = (𝑋)𝑙 ∩

(𝑋)𝑚 ∩ (𝑋)𝑟 rrjedh barazimi i kërkuar.  

Në qoftë se bashkësia 𝑋 përbëhet vetëm nga një element 𝑥 atëherë kemi: 

                                      (𝑥)𝑙 = 𝑥 ∪ 𝑆𝑆𝑥 

                                           (𝑥)𝑟 = 𝑥 ∪ 𝑥𝑆𝑆      

                                     (𝑥)𝑚 = 𝑥 ∪ 𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆 

                                      (𝑥)𝑡 = 𝑥 ∪ 𝑆𝑆𝑥 ∪ 𝑥𝑆𝑆 ∪ 𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆 

                                     (𝑥)𝑞 = 𝑥 ∪ (𝑆𝑆𝑥 ∩ (𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆) ∩ 𝑥𝑆𝑆) 

Kështu  (𝑥)𝑞 = (𝑥 ∪ 𝑆𝑆𝑥) ∩ (𝑥 ∪ (𝑆𝑥𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑥𝑆𝑆)) ∩ (𝑥 ∪ 𝑥𝑆𝑆) = (𝑥)𝑙 ∩ (𝑥)𝑚 ∩

(𝑥)𝑟. 

PËRKUFIZIM 3.21.    Qendër e  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 quhet nënbashkësia 𝐶(𝑆) =

{𝑎 ∈ 𝑆𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐 = 𝑏𝛼𝑎𝛽𝑐 = 𝑏𝛼𝑐𝛽𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆  𝛼, 𝛽 ∈ }. 

POHIM  3.22.   Në qoftë se 𝑎𝛽𝑏𝛼𝑐 = 𝑏𝛽𝑎𝛼𝑐 = 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐  për ҫdo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 dhe për ҫdo 𝛼,𝛽∈ , 

atëherë qendra e  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 është  −nëngjysmëgrup ternar i 𝑆. 

VËRTETIM.    Për ҫdo tre elemenë 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐶(𝑆) dhe për ҫdo 𝛼, 𝛽 ∈   ,(𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐)𝑑𝑒 =

𝑎𝛼(𝑏𝛽𝑐𝑑)𝑒 = 𝑎𝛼(𝑏𝛽𝑑𝑐)𝑒 = 𝑎𝛼(𝑑𝛽𝑏𝑐)𝑒 = 𝑎𝛼(𝑑𝑏𝛽𝑐)𝑒 = (𝑎𝛼𝑑𝑏)𝛽𝑐𝑒 =

(𝑑𝛼𝑎𝑏)𝛽𝑐𝑒 = (𝑑𝑎𝛼𝑏)𝛽𝑐𝑒 = 𝑑(𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐)𝑒. Në mënyrë të ngjashme vërtetohen barazimet e 

tjera. 

Le të japim tani kuptimin e idealit prim në një  −gjysmëgrup ternar. 

PËRKUFIZIM  3.23.    Një ideal 𝑃 i  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 quhet prim në qoftë se për ҫdo dy 

ideale 𝐼1 dhe 𝐼2 të 𝑆, 𝐼1 𝐼2 𝑃 𝐼1 𝑃 ose 𝐼2 𝑃.   
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TEOREMË  3.24.    Një ideal 𝑃 i  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 është prim vetёm atёherё kur  ҫdo dy 

elementë 𝑎, 𝑏 të 𝑆, (𝑎) (𝑏) 𝑃 𝑎 ∈ 𝑃 ose 𝑏 ∈ 𝑃.  

TEOREMË  3.25.    Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar dhe 𝑃 një ideal i 𝑆. Atëherë 𝑃 është 

ideal prim vetëm kur për ҫdo dy element 𝑎, 𝑏 të 𝑆, (∀ ∈ , 𝑎𝑏 ∈ 𝑃) (𝑎 ∈ 𝑃 ose 𝑏 ∈ 𝑃). 

VËRTETIM.  Le të jetë 𝑃 një ideal prim i tillë që 𝑎𝑏 𝑃 dhe 𝑎𝑃. Le të jetë 𝑥 një element i  

(𝑎) (𝑏). Meqenëse 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 tregohet lehtë që 𝑥 ∈ 𝑃. Kështu  (𝑎) (𝑏) 𝑃 dhe  𝑎𝑃 prandaj në 

bazë të Teoremës 3.24 rrjedh që 𝑏 ∈ 𝑃. 

Anasjelltas. Le të jenë 𝐼1 dhe 𝐼2 dy ideale të 𝑃 të tillë që 𝐼1 𝐼2 𝑃 dhe 𝐼1 𝑃. Kështu, kemi që 

ekziston një element 𝑎 ∈ 𝐼1  i tillë që 𝑎𝑃 dhe 𝑎𝑏 𝑎𝐵 𝑃. Që këtej rrjedh që 𝑏 ∈ 𝑃. Pra 𝐵 𝑃 

që tregon se 𝑃 është ideal prim.   

3.3   RELACIONET E GREEN-IT NË  −GJYSMËGRUPET TERNARE 

 Relacionet e Green-it L, R, M, H në një  −gjysmëgrup ternar përcaktohen me anë të 

ekuivalencave 

𝑎Rb (𝑎)𝑟 = (𝑏)𝑟 

𝑎L𝑏  (𝑎)𝑙 = (𝑏)𝑙 

                                                              𝑎𝑀𝑏  (𝑎)𝑚 = (𝑏)𝑚 

                                                𝑎H𝑏  (𝑎)𝑟 = (𝑏)𝑟 (𝑎)𝑙 = (𝑏)𝑙 (𝑎)𝑚 = (𝑏)𝑚 

Duket qartë që L, R, M, H janë relacione ekuivalence në 𝑆 dhe H=L∩M∩R. 

 Në qoftë se shënojmë     𝑎𝑆1𝑆1 = {𝑎} ∪ 𝑎𝑆𝑆 

                                        𝑆1𝑆1𝑎 = {𝑎} ∪ 𝑆𝑆𝑎 

                                        𝑆1𝑎𝑆1 = {𝑎} ∪ 𝑆𝑎𝑆 ∪ 𝑆𝑆𝑎𝑆𝑆, 

atëherë në bazë të përcaktimit të idealit kryesor të majtë, idealit kryesor të djathtë dhe idealit 

kryesor lateral kemi 

                               𝑎R𝑏 𝑎𝑆1𝑆1 = 𝑏𝑆1𝑆1 

                               𝑎L𝑏 𝑆1𝑆1𝑎 = 𝑆1𝑆1𝑏 

                             𝑎M𝑏 𝑆1𝑎𝑆1 = 𝑆1𝑏𝑆1 

                            𝑎H𝑏  𝑎𝑆1𝑆1 = 𝑏𝑆1𝑆1𝑆1𝑆1𝑎 = 𝑆1𝑆1𝑏𝑆1𝑎𝑆1 = 𝑆1𝑏𝑆1. 
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Që këtej kemi 

• 𝑎R𝑏 në qoftë se dhe vetëm në qoftë se 𝑎 = 𝑏 ose ekzistojnë eleementët 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 në 𝑆 dhe 

elementët 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 në  të tillë që 𝑎 = 𝑏𝛼𝑠1𝛽𝑠2 dhe 𝑏 = 𝑎𝛾𝑠3𝛿𝑠4. 

• 𝑎L𝑏 në qoftë se dhe vetëm në qoftë se 𝑎 = 𝑏 ose ekzistojnë elementët 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 në 𝑆 dhe 

elementët 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 në  të tillë që 𝑎 = 𝑠1𝛼𝑠2𝛽𝑏 dhe 𝑏 = 𝑠3𝛾𝑠4𝛿𝑏. 

• 𝑎M𝑏 në qoftë se dhe vetëm në qoftë se 𝑎 = 𝑏 ose ekzistojnë elementët 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 në 𝑆 dhe 

elementët 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 në  të tillë që 𝑎 = 𝑠1𝛼𝑏𝛽𝑠2 dhe 𝑏 = 𝑠3𝛾𝑎𝛿𝑠4 ose ekzistojnë elementët 

𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4,𝑠5, 𝑠6, 𝑠7, 𝑠8 në 𝑆 dhe elementët 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝑘, 𝜆, 𝜇, 𝜉 në  të tillë që 𝑎 = 𝑠1𝛼𝑠2𝛽𝑏𝛾𝑠3𝛿𝑠4 

dhe 𝑏 = 𝑠5𝑘𝑠6𝜆𝑎𝜇𝑠7𝜉𝑠8. 

• 𝑎H𝑏 në qoftë se dhe vetëm në qoftë se 𝑎 = 𝑏 ose ekzistojnë elementët 𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠20 në 𝑆 dhe 

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼10,𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽10 të tillë që 𝑎 = 𝑠1𝛼1𝑠2𝛼2𝑏, 𝑏 = 𝑠3𝛽1𝑠4𝛽2𝑎, 𝑎 = 𝑏𝛼3𝑠5𝛼4𝑠6, 𝑏 =

𝑎𝛽3𝑠7𝛽4𝑠8 dhe 𝑎 = 𝑠9𝛼5𝑏𝛼6𝑠10, 𝑏 = 𝑠11𝛽5𝑎𝛽6𝑠12 ose 𝑎 = 𝑠13𝛼7𝑠14𝛼8𝑏𝛼9𝑠15𝛼10𝑠16, 𝑏 =

𝑠17𝛽7𝑠18𝛽8𝑎𝛽9𝑠19𝛽10𝑠20 

POHIM  3.26.    Relacionet R dhe L janë të përkëmbyeshëm në lidhje me kompozimin e 

relacioneve, domethënë RoL =L𝑜R. 

VËRTETIM.   Meqenëse relacionet R dhe L janë relacione ekuivalence, mjafton të tregojmë që 

RoL  L𝑜R. Le të jetë (𝑎, 𝑏) ∈ RoL. Atëherë ekziston një 𝑐 ∈ 𝑆 e tillë që 𝑎L𝑐 dhe 𝑐Rb. Dallojmë 

rastet 

Rasti 1. 𝑎 = 𝑐. Atëherë 𝑎R𝑏 dhe meqenëse 𝑏Lb kemi që (𝑎, 𝑏) ∈ LoR. 

Rasti 2. 𝑏 = 𝑐. Atëherë 𝑎L𝑏 dhe meqenëse 𝑎R𝑎 kemi që (𝑎, 𝑏) ∈ LoR. 

Rasti 3. 𝑎 ≠ 𝑐 dhe 𝑏 ≠ 𝑐. Atëherë, meqenëse 𝑎L𝑐 dhe 𝑐R𝑏 kemi që ekzistojnë elementët 

𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑘 ∈ 𝑆 dhe 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜆, 𝜇, 𝜃, 𝜑 ∈   të tillë që 

𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎 = 𝑐, 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐 = 𝑎, 𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑏, 𝑏𝜃𝑤𝜑𝑘 = 𝑐 

Shënojmë 𝑑 = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣. Atëherë 𝑎𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑑 dhe 𝑑𝜃𝑤𝜑𝑘 =

𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣𝜃𝑤𝜑𝑘 = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑏𝜃𝑤𝜑𝑘 = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐 = 𝑎. Kështu, kemi që 𝑎R𝑑. Gjithashtu kemi 

që 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑏 = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑑 dhe 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑑 = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑏 që 

tregojnë se 𝑑L𝑏. Pra 𝑎R𝑑 dhe 𝑑L𝑏 gjë që tregon se RoL  LoR.  

Në bazë të pohimit të mësipërm kemi që LoR është relacion ekuivalence në 𝑆. Edhe ky relacion 

quhet relacion i Green-it në  −gjysmëgrupin ternar 𝑆 dhe shënohet D. Pra D=L𝑜R = R𝑜L. 
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Kështu, për çdo dy element 𝑎, 𝑏 të 𝑆, 𝑎D𝑏 në qoftë se dhe vetëm në qoftë se ekziston 𝑐 ∈ 𝑆 e tillë 

që 𝑎R𝑐 dhe 𝑐L𝑏 ose ekziston 𝑐 ∈ 𝑆 e tillë që 𝑎L𝑐 dhe 𝑐R𝑏. 

Klasat e ekuivalencës të një elemnti 𝑎 ∈ 𝑆 në lidhje me relacionet R,L,M,H,D shënohen 

përkatësisht 𝑅𝑎, 𝐿𝑎, 𝑀𝑎 , 𝐻𝑎, 𝐷𝑎.  

TEOREMË  3.27.    Le të jetë 𝑆 një gjysmëgrup ternar, 𝛼, 𝛽 ∈   dhe 𝑒 një ,  −idempotent. 

Atëherë 

(𝑖) ∀𝑎 ∈ 𝐿𝑒 , 𝑎𝛼𝑒𝛽𝑒 = 𝑎 

(𝑖𝑖) ∀𝑎 ∈ 𝑅𝑒 , 𝑒𝛼𝑒𝛽𝑎 = 𝑎 

VËRTETIM.    (𝑖) Le të jetë 𝑎 ∈ 𝐿𝑒. Atëherë 𝑎L𝑒. Kështu 𝑎 = 𝑒 ose ekzistojnë 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 dhe 

𝛼, 𝛽 ∈   të tillë që 𝑎 = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑒. Në qoftë se 𝑎 = 𝑒 atëherë 𝑎𝛼𝑒𝛽𝑒 = 𝑒𝛼𝑒𝛽𝑒 = 𝑒 = 𝑎. Në qoftë se 

𝑎 = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑒 atëherë 𝑎𝛼𝑒𝛽𝑒 = (𝑥𝛼𝑦𝛽𝑒)𝛼𝑒𝛽𝑒 = 𝑥𝛼𝑦𝛽(𝑒𝛼𝑒𝛽𝑒) = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑒 = 𝑎. 

(𝑖𝑖) Vërtetimi bëhet në mënyrë të ngjashme me (𝑖) 

TEOREMË  3.28.    (Teorema e Green-it për  −gjysmëgrupet ternare) Në qoftë se elementët 

𝑎, 𝑏, 𝑐 dhe 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐 i përkasin së njëjtës H-klase 𝐻, atëherë 𝐻 është një nëngrup ternar i 

gjysmëgrupit ternar 𝑆𝛼,𝛽. 

PËRKUFIZIM  3.29.     Elementi 𝑎 i  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 quhet i rregullt në qoftës e 

ekzistojnë elementët 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 dhe 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈   të tillë që 𝑎 = (𝑎𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑎 = 𝑎𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑎).     

TEOREMË   3.30.     Në qoftë se elementi 𝑎 i  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 është i rregullt, atëherë 

çdo element i D-klasës 𝐷𝑎 është i rregullt. 

VËRTETIM.    Meqenëse 𝑎 është i rregullt, ekzistojnë elementët 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 dhe 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈   të 

tillë që 𝑎 = (𝑎𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑎 = 𝑎𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑎). Le të jetë 𝑏 ∈ 𝐷𝑎, domethënë 𝑎D𝑏. Atëherë 𝑎L𝑐 

dhe 𝑐R𝑏 për ndonjë element 𝑐 ∈ 𝑆. Meqenëse 𝑎L𝑐, 𝑎 = 𝑐 ose ekzistojnë  𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑆 dhe 

𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈  të tillë që     

𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎 = 𝑐, 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐 = 𝑎. Meqenëse 𝑐R𝑏, 𝑏 = 𝑐 ose ekzistojnë 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑘 ∈ 𝑆 dhe 𝜆, 𝜇, 𝜃, 𝜑 ∈   të 

tillë që 𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑏, 𝑏𝜃𝑤𝜑𝑘 = 𝑐.     

Dallojmë rastet 

Rasti 1. 𝑎 = 𝑐 dhe 𝑐 = 𝑏. Atëherë 𝑎 = 𝑏 dhe kështu elementi 𝑏 është i rregullt. 
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Rasti 2. 𝑎 = 𝑐 dhe 𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑏, 𝑏𝜃𝑤𝜑𝑘 = 𝑐. Atëherë janë të vërteta barazimet 

(𝑏𝜃𝑤𝜑(𝑘𝛼𝑥𝛽𝑎))𝛾𝑦𝛿𝑏 = ((𝑏𝜃𝑤𝜑𝑘)𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑏 = (𝑐𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑏 = (𝑐𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿(𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣) =

(𝑎𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿(𝑎𝜆𝑢𝜇𝑣) = ((𝑎𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑎)𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑎𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑏 që tregojnë se elementi 

𝑏 është i rregullt.  

Rasti 3. 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎 = 𝑐, 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐 = 𝑎, 𝑏 = 𝑐. Atëherë janë të vërteta barazimet 

(𝑏𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑧))𝛾𝑡𝛿𝑏 = (𝑐𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿(𝑧𝛾𝑡𝛿𝑏) = (𝑐𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑧))𝛾𝑡𝛿𝑏 =

((𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎)𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑧))𝛾𝑡𝛿𝑏 = ((𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎)𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿(𝑧𝛾𝑡𝛿𝑏) = ((𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎)𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑎 =

(𝑥𝛼𝑦𝛽(𝑎𝛼𝑥𝛽𝑎))𝛾𝑦𝛿𝑎 = 𝑥𝛼𝑦𝛽((𝑎𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑎) = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎 = 𝑏 që tregojnë se elementi 𝑏 është i 

rregullt.  

Rasti 4.  𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎 = 𝑐, 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐 = 𝑎, 𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑏, 𝑏𝜃𝑤𝜑𝑘 = 𝑐. Atëherë janë të vërteta barzimet 

( 𝑏𝜃𝑤𝜑(𝑘𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑧))) 𝛾𝑡𝛿𝑏 = ((𝑏𝜃𝑤𝜑𝑘)𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑧))𝛾𝑡𝛿𝑏 =

(𝑐𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑧))𝛾𝑡𝛿(𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣) = ((𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎)𝛼𝑥𝛽(𝑎𝛾𝑦𝛿𝑧))𝛾𝑡𝛿(𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣) =

((𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎)𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿((𝑧𝛾𝑡𝛿𝑐)𝜆𝑢𝜇𝑣) = 𝑥𝛼𝑦𝛽((𝑎𝛼𝑥𝛽𝑎)𝛾𝑦𝛿𝑎)𝜆𝑢𝜇𝑣 = (𝑥𝛼𝑦𝛽𝑎)𝜆𝑢𝜇𝑣 =

𝑐𝜆𝑢𝜇𝑣 = 𝑏 që tregojnë se elementi 𝑏 është përsëri i rregullt. Kështu, në çdo rast elementi çfarëdo 

𝑏 i 𝐷𝑎 është i rregullt.   

Kjo teoremë, me fjalë të tjera tregon që rregullsia e një elementi të një D-klase të një 

 −gjysmëgrupi ternar e injekton këtë cilësi të çdo element të kësaj D-klase. 

Le të jetë 𝐷 një D-klasë. Nga teorema më sipër, ose çdo element i 𝐷 është i rregullt ose asnjë 

element i 𝐷 s´është i rregullt. Një D-klasë quhet e rregullt në qoftë se një element i saj (dhe 

rrjedhimisht çdo element i saj) është i rregullt.    

POHIM  3.31.    Në qoftë se elementi 𝑎 i  −gjysmëgrupit ternar 𝑆 është i rregullt, atëherë çdo 

L-klasë dhe çdo R-klasë që përmbahet në D-klasën 𝐷𝑎 ka të paktën një element idempotent. 

Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar. Një relacion ekuivalence 𝜌 quhet kongruencë e djathtë 

kongruencë e majtë në qoftë se për çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe për çdo 𝛼, 𝛽 ∈   ëahtë i vërtetë 

implikimi 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌 (𝑎𝛼𝑐𝛽𝑑, 𝑏𝛼𝑐𝛽𝑑) ∈ 𝜌 

                                                        [(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌 (𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎, 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏) ∈ 𝜌].     
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Një relacion ekuivalence 𝜌 në 𝑆 quhet kongruencë në qoftë se është njëherësh kongruencë e majtë 

dhe kongruencë e djathtë. 

Relacioni i Green-it L R është kongruencë e djathtë kongruencë e majtë në 𝑆. Vërtet, në qoftë 

se (𝑎, 𝑏) ∈ L atëherë ose 𝑎 = 𝑏 ose ekzistojnë elementët 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 ∈ 𝑆 dhe elementët 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈

  të tillë që  

𝑎 = 𝑠1𝛼𝑠2𝛽𝑏 𝑏 = 𝑠3𝛾𝑠4𝛿𝑎. 

Kështu, për çdo 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe për çdo 𝑘, 𝜃 ∈   kemi ose 

𝑎𝑘𝑐𝜃𝑑 = 𝑏𝑘𝑐𝜃𝑑 

ose 

𝑎𝑘𝑐𝜃𝑑 = 𝑠1𝛼𝑠2𝛽(𝑏𝑘𝑐𝜃𝑑) 𝑏𝑘𝑐𝜃𝑑 = 𝑠3𝛾𝑠4𝛿(𝑎𝑘𝑐𝜃𝑑) 

dhe rrjedhimisht (𝑎𝑘𝑐𝜃𝑑, 𝑏𝑘𝑐𝜃𝑑) ∈ L. 

Në mënyrë të ngjashme tregohet se R është kongruencë e majtë. 

Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar dhe 𝜌 një kongruencë në 𝑆. Për çdo 𝑎, 𝑎´, 𝑏, 𝑏´, 𝑐, 𝑐´ ∈ 𝑆 dhe 

për çdo 𝛼, 𝛽 ∈ , meqenëse 𝜌 është kongruencë e djathtë dhe kongruencë e majtë, janë të vërteta 

implikimet 

(𝑎 ≡ 𝑎´(𝜌), 𝑏 ≡ 𝑏´(𝜌), 𝑐 ≡ 𝑐´(𝜌))  (𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐 ≡ 𝑎´𝛼𝑏𝛽𝑐(𝜌), 𝑎´𝛼𝑏𝛽𝑐 ≡ 𝑎´𝛼𝑏´𝛽𝑐(𝜌), 𝑎´𝛼𝑏´𝛽𝑐 ≡

𝑎´𝛼𝑏´𝛽𝑐´(𝜌))  𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐 ≡ 𝑎´𝛼𝑏´𝛽𝑐´(𝜌). 

Atëherë, për klasat e ekuivalencës sipas 𝜌, �̅�, 𝑎´̅, �̅�, 𝑏 ´̅, 𝑐̅, 𝑐 ´̅, 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑎´𝛼𝑏´𝛽𝑐´̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ kemi 

�̅� = 𝑎´̅, �̅� = 𝑏 ´̅, 𝑐̅ = 𝑐 ´̅ 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎´𝛼𝑏´𝛽𝑐´̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Kështu, në bashkësinë faktore 𝑆𝜌 përcaktohet në mënyrë korrekte veprimi factor nëpërmjet 

elementëve të   me anë të barazimit 

�̅�𝛼�̅�𝛽𝑐̅ = 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Çifti i radhitur (𝑆𝜌, 𝑆𝜌 ())  është  −gjysmëgrup ternar meqenëse për çdo �̅�, �̅�, 𝑐̅, �̅�, �̅� ∈ 𝑆𝜌 dhe 

për çdo 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈   janë të vërteta barazimet 

(�̅�𝛼�̅�𝛽𝑐̅)𝛾�̅�𝛿�̅� = 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛾�̅�𝛿�̅� = (𝑎𝛼𝑏𝛽𝑐)𝛾𝑑𝛿𝑒̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎𝛼𝑏𝛽(𝑐𝛾𝑑𝛿𝑒) =̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ �̅�𝛼�̅�𝛽𝑐𝛾𝑑𝛿𝑒̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

�̅�𝛼�̅�𝛽(𝑐̅𝛾�̅�𝛿�̅�). 

 −gjysmëgrupi ternar (𝑆𝜌, 𝑆𝜌 ()) quhet  −gjysmëgrup faktor sipas kongruencës 𝜌 në 𝑆 i 

 −gjysmëgrupit ternar 𝑆 dhe kur nuk ka ngatërresa shënohet thjesht 𝑆𝜌. 
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TEOREMË   3.32.     Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar dhe 𝜌 një kongruencë në 𝑆. 

1) Në qoftë se 𝜌 L atëherë për çdo dy element 𝑎, 𝑏 të 𝑆, 𝑎 L 𝑏 vetëm kur �̅� L �̅� në 𝑆𝜌 

 2) Në qoftë se 𝜌 R atëherë për çdo dy element 𝑎, 𝑏 të 𝑆, 𝑎 R 𝐵 vetëm �̅� R �̅� në 𝑆𝜌 

3) Në qoftë se 𝜌  atëherë për çdo dy element 𝑎, 𝑏 të 𝑆, 𝑎 𝑀 𝑏 vetëm �̅� 𝑀 �̅� në 𝑆𝜌 

4) Në qoftë se 𝜌 𝐻 atëherë për çdo dy element 𝑎, 𝑏 të 𝑆, 𝑎 𝐻 𝑏 vetëm kur �̅� 𝐻 �̅� 

VËRTETIM.    1) Le të jenë elementët 𝑎, 𝑏 të 𝑆 të tillë që 𝑎 𝐿 𝑏. Atëherë 𝑎 = 𝑏 ose ekzistojnë 

𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑆 dhe 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈  të tillë që 𝑎 = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑏 dhe 𝑏 = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑎. Sqyrtojmë dy rastet e 

mundshme 

Rasti 1. 𝑎 = 𝑏. Atëherë �̅� = �̅� dhe rrjedhimisht 𝑎 𝑅 𝑎 dhe �̅� 𝑅 �̅� janë që të dyja pohime të vërteta, 

prandaj janë ekuivalente. 

Rasti 2. 𝑎 = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑏 dhe 𝑏 = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑎. Atëherë �̅� = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅�𝛼�̅�𝛽�̅� dhe �̅� = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧̅𝛾𝑡̅𝛿�̅� dhe 

rrjedhimisht �̅� 𝐿 �̅� në 𝑆𝜌. 

Anasjelltas, supozojmë se për çdo dy element 𝑎, 𝑏 të 𝑆 kemi �̅� 𝐿 �̅�. Pra, �̅� = �̅� ose ekzistojnë 

elementët 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑆 dhe 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈  të tillë që �̅� = �̅�𝛼�̅�𝛽�̅� dhe �̅� = 𝑧̅𝛾𝑡�̅��̅�. Shqyrtojmë dy 

rastet e mundshme 

Rasti 1. �̅� = �̅�. Pra (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌 dhe rrjedhimisht, meqenëse 𝜌 𝐿 kemi (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐿, domethënë �̅� 𝐿 �̅�. 

Rasti 2. �̅� = �̅�𝛼�̅�𝛽�̅� dhe �̅� = 𝑧̅𝛾𝑡̅𝛿�̅�. Atëherë  �̅� = 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dhe �̅� = 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Pra, (𝑎, 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑏 ) ∈ 𝜌 

dhe (𝑏, 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑎) ∈ 𝜌. Meqenëse 𝜌 𝐿 kemi (𝑎, 𝑥𝛼𝑦𝛽𝑏 ) ∈ 𝐿 dhe (𝑏, 𝑧𝛾𝑡𝛿𝑎) ∈ 𝐿. Kështu 

𝑎 ∈ 𝑆1𝑆1(𝑥𝛼𝑦𝛽𝑏) 𝑆1𝑆1𝑏 = (𝑏)𝑙 

                                                𝑏 ∈ 𝑆1𝑆1(𝑧𝛾𝑡𝛿𝑎) 𝑆1𝑆1𝑎 = (𝑎)𝑙. 

Që këtej gjejmë barazimin (𝑎)𝑙 = (𝑏)𝑙 dhe rrjedhimisht 𝑎 𝐿 𝑏. 

2) dhe 3) tregohen në mënyrë të ngjashme me 1). 

4) rrjedh nga tre të parat. 

Një kongruencë 𝜌 në 𝑆 quhet reduktive e djathtë reduktive e majtë në qoftë se për çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈

𝑆 dhe për çdo 𝛼, 𝛽 ∈   kemi 

(𝑎𝛼𝑐𝛽𝑑, 𝑏𝛼𝑐𝛽𝑑) ∈ 𝜌 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌 

[(𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎, 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏) ∈ 𝜌 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌]. 

Një  −gjysmëgrup ternar 𝑆 quhet reduktiv i djathtë reduktiv i majtë në qoftë se barazimi në 𝑆 

është një kongruencë reduktive e djathtë kongruencë reductive e majtë. Me fjalë të tjera 
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 −gjysmëgrupi ternar 𝑆 quhet reduktiv i djathtë reduktiv i majtë në qoftë se për çdo 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈

𝑆 dhe për çdo 𝛼, 𝛽 ∈   barazimi 𝑎𝛼𝑐𝛽𝑑 = 𝑏𝛼𝑐𝛽𝑑  𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎 = 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏 implikon barazimin 𝑎 =

𝑏. Një gjysmëgrup ternar quhet reduktiv në qoftë se ai është njëherësh reduktiv i djathtë dhe 

reduktiv i majtë.   

TEOREMË   3.33.    Le të jetë 𝑆 një   −gjysmëgrup ternar dhe 𝜌 një kongruencë në 𝑆. 

1) Kongruenca 𝜌 është reduktive e djathtë vetёm atёherё kur 𝑆𝜌 është  −gjysmëgrup ternar 

reduktiv i djathtë. 

2) Kongruenca 𝜌 është reduktive e majtë vetёm atёherё kur 𝑆𝜌 është  −gjysmëgrup ternar 

reduktiv i majtë. 

3) Kongruenca 𝜌 është reductive vetёm atёherё kur  𝑆𝜌 është  −gjysmëgrup ternar reduktiv. 

VËRTETIM.   1) Le të jetë 𝜌 një kongruencë reduktive e djathtë. Në qoftë se elementët �̅�, �̅� të 𝑆𝜌 

janë të tillë që për çdo 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈   kemi �̅�𝛼𝑐̅𝛽�̅� = �̅�𝛼𝑐̅𝛽�̅� atëherë 

(𝑎𝛼𝑐𝛽𝑑, 𝑏𝛼𝑐𝛽𝑑) ∈ 𝜌 për çdo  𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈  . Kështu, meqenëse 𝜌 është reduktive e 

djathtë, kemi 𝑎 = 𝑏 dhe rrjedhimisht �̅� = �̅�. Pra 𝑆𝜌 është  −gjysmëgrup ternar reduktiv i djathtë.   

Anasjelltas, supozojmë se 𝑆𝜌 është   −gjysmëgrup ternar reduktiv i djathtë. Le të jenë 𝑎, 𝑏 dy 

element të 𝑆 të tillë që për çdo  𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈   kemi 𝑎𝛼𝑐𝛽𝑑̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏𝛼𝑐𝛽𝑑̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. Pra �̅�𝛼𝑐̅𝛽�̅� =

�̅�𝛼𝑐̅𝛽�̅� për çdo  𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈  . Meqenëse 𝑆𝜌 është  −gjysmëgrup ternar reduktiv i 

djathtë, �̅� = �̅�. Kështu (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌. 

2) Vërtetimi bëhet në mënyrë të ngjashme me vërtetimin e 1). 

3) Rrjedh nga 1) dhe 2).  

Përcaktojmë dy relacionet 𝜌𝑙 dhe 𝜌𝑟 në   −gjysmëgrup ternar 𝑆 si më poshtë 

𝜌𝑙 = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆𝑥𝑆 (𝑐, 𝑑, 𝛼, 𝛽) ∈ 𝑆2𝑥 2, 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎 = 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏}, 

                           𝜌𝑟 = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆𝑥𝑆 (𝑐, 𝑑, 𝛼, 𝛽) ∈ 𝑆2𝑥 2, 𝑎𝛼𝑐𝛽𝑑 = 𝑏𝛼𝑐𝛽𝑑}. 

Tregohet lehtë që relacioni 𝜌𝑙 është kongruencë e djathtë në 𝑆 ndërsa relacioni 𝜌𝑟 është kongruencë 

e majtë në 𝑆. 

Në lidhje me relacionet 𝜌𝑙 dhe 𝜌𝑟 janë të vërteta dy teoremat e mëposhtme. 

TEOREMË   3.34.   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar. 

1)  −gjysmëgrupi ternar 𝑆 është reduktiv i majtë vetёm atёherё kur 𝜌𝑙 = 𝑖𝑑𝑆 
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2)  −gjysmëgrupi ternar 𝑆 është reduktiv i djathtë vetёm atёherё kur  𝜌𝑟 = 𝑖𝑑𝑆 

VËRTETIM.   1) Supozojmë se 𝑆 është një  −gjysmëgrup ternar reduktiv i majtë. Le të jenë 

elementët 𝑎, 𝑏 të 𝑆 të tillë që 𝑎𝜌𝑙𝑏. Pra, për çdo 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈  kemi 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎 = 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏. 

Meqenëse 𝑆 është reduktiv i majtë, 𝑎 = 𝑏 dhe rrjedhimisht 𝜌𝑙 = 𝑖𝑑𝑆. 

Anasjelltas, supozojmë 𝜌𝑙 = 𝑖𝑑𝑆. Le të jenë elementët 𝑎, 𝑏 të 𝑆 të tillë që  𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎 = 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏 për 

çdo 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈  . Pra (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌𝑙. Meqenëse 𝜌𝑙 = 𝑖𝑑𝑆 kemi 𝑎 = 𝑏. Kështu 𝑆 është 

një  −gjysmëgrup ternar reduktiv i majtë. 

2) Vërtetimi bëhet në mënyrë të ngjashme me vërtetimin e 1). 

TEOREMË   3.35.   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar i rregullt (quhet i tillë kur çdo element 

i tij është i rregullt). 

1) 𝜌𝑙 𝐿 

2) 𝜌𝑟 𝑅 

VËRTETIM.   1) Le të kemi (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌𝑙. Atëherë për çdo 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈  , 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎 =

𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏. Meqenëse 𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑎 dhe 𝑏 ∈ 𝑆𝑆𝑏 duke qenë se 𝑆 është i rregullt, (𝑎)𝑙 = (𝑏)𝑙 

domethënë 𝑎𝐿𝑏. Kështu 𝜌𝑙 𝐿. 

2) Vërtetimi bëhet në mënyrë të ngjashme me vërtetimin e 1).      

TEOREMË   3.36.   Le të jetë 𝑆 një  −gjysmëgrup ternar i rregullt. 

1) 𝜌𝑙 është kongruenca më e vogël e majtë në 𝑆 

2) 𝜌𝑟 është kongruenca më e vogël e djathtë në 𝑆 

VËRTETIM.   Le të jenë 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆. Supozojmë se për çdo 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈  , 

(𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎, 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏) ∈ 𝜌𝑙. Pra, për çdo 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈   kemi  

𝑡1𝛼𝑡2𝛽𝑡3𝛾𝑡4𝛿𝑎 = 𝑡1𝛼𝑡2𝛽𝑡3𝛾𝑡4𝛿𝑏   (*) 

Për çdo element 𝑡′ ∈ 𝑆, meqenëse 𝑆 është i rregullt, ekzistojnë 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 dhe elementët 

𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 ∈   të tillë që 𝑡′ = 𝑡′𝛼1𝑥𝛼2𝑦𝛼3𝑧𝛼4𝑡′. Duke marrë në barazimin  (*) 𝑡1𝛼𝑡2 =

𝑡′𝛼1𝑥𝛼2𝑦𝛼3𝑧  dhe 𝑡4 = 𝑡′, 𝛼 = 𝛼4 kemi që (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌𝑙 dhe rrjedhimisht 𝜌𝑙 është kongruencë 

reductive e majtë në 𝑆. 
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Nga ana tjetër, le të jetë 𝜌 një kongruencë reductive e majtë në 𝑆. Në qoftë se (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌𝑙, atëherë 

për çdo 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑆 dhe çdo 𝛼, 𝛽 ∈  kemi 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎 = 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏. Meqenëse 𝜌 është relacion reflektiv, 

(𝑑𝛽𝑐𝛼𝑎, 𝑑𝛽𝑐𝛼𝑏) ∈ 𝜌. Kështu (𝑎, 𝑏) ∈ 𝜌 sepse 𝜌 është kongruencë reductive e majtë. 

2) Vërtetimi bëhet në mënyrë të ngjashme me vërtetimin e 1).     
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KAPITULLI  4 

MBЁSHTJELLЁSJA E NJЁ -GJYSMЁGRUPI TЁ RREGULLT 

Nё kёtё kapitull do tё shohim kuazi-idealet dhe renditjen e pjesshme nё njё  −gjysmёgrup tё 

rregullt. Mё tej do tё pёrcaktojmё mbёshtjellёsen e njё  −gjysmёgrupi tё rregullt si dhe do japim 

disa veti bazё tё mbёshtjellёse. Gjithashtu do paraqesim dhe disa probleme qё lindin natyrshёm. 

4.1   -GJYSMЁGRUPET E RREGULLT, KUAZI-IDEALET NE TO DHE RENDITJA 

E PJESSHME 

Nё artikullin ''On -semigroup – I, [24], ёshtё dhёnё pёr herё tё parё pёrkufizimi i  − 

gjysmёgrupit. 

PЁRKUFIZIM   4.0.   Le tё jetё 𝑀 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, … } dhe  = {𝑥, 𝑦, 𝑧, … } bashkёsi jo-boshe. 𝑀 ёshtё 

quajtur  −gjysmёgrup nё qoftё se, 

(1)   𝑎𝑥𝑏 ∈ 𝑀 

(2)   (𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑐 = 𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑐) 

pёr tё gjitha 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀 dhe pёr tё gjitha 𝑥, 𝑦 ∈ . 

Relacionet analoge tё Grinit pёr  −gjysmёgrupet janё pёrcaktuar nё artikullin [25]. Pёr to janё 

pёrdorur simbolet ℒ, ℛ, ℋ, Ɗ dhe ℐ. Lidhur me relacionet e Grinit do tё shfrytёzojmё edhe artikujt 

[26], [27], [28]. 

Nё artikullin [29] ёshtё dhёnё pёrkufizimi i kuazi-idealit pёr  −gjysmёgrupet. 

PЁRKUFIZIM   4.1.   Kuazi-ideal tё  −gjysmёgrupit 𝑀 do tё quajmё njё nёnbashkёsi jo-boshe 

𝑄 tё 𝑀 −sё e tillё qё  

𝑄𝑀 ∩ 𝑀𝑄  𝑄. 

Koleksionin e tё gjithё kuazi-idealeve tё 𝑀 do ta shёnojmё Q(𝑀). 

PЁRKUFIZIM   4.2.   Ideal i djathtё [ i majtё] i njё  −gjysmёgrupi 𝑀 ёshtё njё nёnbashkёsi jo-

boshe 𝐼 e 𝑀 e tillё qё 𝐼𝑀 𝐼 (𝑀𝐼 𝐼). Nё qoftё se 𝐼 ёshtё njёkohёsisht ideal i majtё dhe i djathtё, 

atёherё ne themi se 𝐼 ёshtё ideal i 𝑀. 
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Ёshtё e vёrtetё teorema e mёposhtme. 

TEOREMЁ   4.3.   Njё nёnbashkёsi jo-boshe e njё  −gjysmёgeupi 𝑀 ёshtё kuazi-ideal i 𝑀 −sё 

atёherё dhe vetёm atёherё kur ajo ёshtё prerje e njё ideali tё majtё dhe njё ideali tё djathtё tё 

𝑀 −sё. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝑄 njё kuazi-ideal i  −gjysmёgrupit 𝑀. Atёherё 𝑄 ∪ 𝑄𝑀 ёshtё ideal i 

djathtё i 𝑀 −sё. 

Me tё vёrtetё, 

                       (𝑄 ∪ 𝑄𝑀)𝑀 𝑄𝑀 ∪ (𝑄𝑀)𝑀 𝑄𝑀 ∪ 𝑄𝑀 

                                                    𝑄 ∪ 𝑄𝑀. 

Nё mёnyrё analoge tregohet se edhe 𝑄 ∪ 𝑀𝑄 ёshtё ideal i majtё i 𝑀 −sё. 

Ёshtё e qartё se 𝑄 (𝑄 ∪ 𝑄𝑀) ∩ (𝑄 ∪ 𝑀𝑄), prandaj mbetet tё vёrtetojmё pёrfshierjen e 

kundёrt. Pёr kёtё le tё jetё 𝑎 njё element i prrejes (𝑄 ∪ 𝑄𝑀) ∩ (𝑄 ∪ 𝑀𝑄). Kemi ose 𝑎 ∈ 𝑄 ose 

𝑎 ∈ 𝑄𝑀 ∩ 𝑀𝑄 𝑄, meqenёse 𝑄 ёshtё kuazi-ideal i 𝑀 −sё. Kёshtu ёshtё e vёrtetё pёrfshierja 

(𝑄 ∪ 𝑄𝑀) ∩ (𝑄 ∪ 𝑀𝑄) 𝑄. 

Anasjelltas, le tё jenё 𝑅 dhe 𝐿 ideal i djathtё, ideal i majtё, pёrkatёsisht tё  −gjysmёgrupit 𝑀. 

Vёmё re se 𝑅𝐿 𝑅 dhe 𝑅𝐿 𝑀𝐿 𝐿. Prej kёtej gjejmё se 𝑅𝐿 𝑅 ∩ 𝐿, pra 𝑅 ∩ 𝐿 nuk ёshtё 

boshe. Tani mund tё shkruajmё: 

(𝑅 ∩ )𝑀 ∩ 𝑀(𝑅 ∩ 𝐿) 𝑅𝑀 ∩ 𝑀𝐿 𝑅 ∩ 𝐿. 

Kёshtu, 𝑅 ∩ 𝐿 ёshtё kuazi-ideal i 𝑀 −sё. 

PЁRKUFIZIM   4.4.  [24]  Njё element 𝑎 i njё  −gjysmёgrupi 𝑀 ёshtё i rregullt kur 𝑎 ∈ 𝑎𝑀𝑎, 

ku 𝑎𝑀𝑎 = {(𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎 𝑏 ∈ 𝑀 𝑥, 𝑦 ∈ }. 

Njё  −gjysmёgrup 𝑀 ёshtё i rregullt kur çdo element i 𝑀 −sё ёshtё i rregullt. 

Njё kuazi-ideal 𝑄 ёshtё i rregullt nё qoftё se çdo element i 𝑄 −sё ёshtё i rregullt. 

Teorema e mёposhtme na jep njё sёrё karakterizimesh tё kuazi-idealeve kur 𝑀 ёshtё 

 −gjysmёgrup i rregullt. 

TEOREMЁ   4.5.   Konditat e mёposhtme nё njё  −gjysmёgrup 𝑀 janё ekuivalente. 

(1)   𝑀 ёshtё i rregullt 
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(2)   Pёr çdo ideal tё djathtё 𝑅 dhe ideal tё majtё 𝐿 tё 𝑀 −sё, kemi 𝑅𝐿 = 𝑅 ∩ 𝐿 

(3)   Ҫdo kuazi-ideal 𝑄 i 𝑀 −sё, ka formёn 

𝑄 = 𝑄𝑀𝑄 

(4)   Pёr çdo ideal tё djathtё 𝑅 dhe ideal tё majtё 𝐿 tё 𝑀 −sё kemi: 

(𝑎)   𝑅𝑅 = 𝑅   (𝑏)   𝐿𝐿 = 𝐿   (𝑐)   𝑅 ∩ 𝐿 = 𝑅𝐿 ёshtё kuazi-ideal i 𝑀.  

VЁRTETIM.   (1)  (2)    𝑅𝐿 𝑀𝐿 𝐿, meqenёse 𝐿 ёshtё ideal i majtё. 

𝑅𝐿 𝑅𝐿𝑀 𝑅, meqenёse 𝑅 ёshtё ideal i djathtё. Si rrjedhim, gjejmё se 𝑅𝐿 𝑅 ∩ 𝐿. 

Supozojmё se 𝑀 ёshtё i rregullt. Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑅 ∩ 𝐿. Meqenёse 𝑀 ёshtё i rregullt, pёr elementin 

𝑎 ∈ 𝑀, ekzistojnё 𝑏 ∈ 𝑀 dhe 𝑥, 𝑦 ∈  tё tillё qё 𝑎 = (𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎 = 𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑎). Tani kemi 𝑎 =

(𝑎𝑥)𝑏𝑦𝑎 ∈ 𝑎𝑥𝐿 𝑅𝐿.     

Meqenёse 𝑅 ∩ 𝐿 𝑅𝐿, ne kemi qё 𝑅 ∩ 𝐿 = 𝑅𝐿. 

(2)  (1)   Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑀. Tani, 𝐿 = 𝑎 ∪ 𝑀𝑎 ёshtё ideal i majtё dhe 𝑅 = 𝑀𝑎 ∪ 𝑎 ёshtё ideal 

i djathtё i 𝑀 −sё. Mund tё shkruajmё 

𝐿 = 𝐿 ∩ 𝑀 = 𝑀(𝑎 ∪ 𝑀𝑎) = 𝑀𝑎 ∪ 𝑀(𝑀𝑎) 

                                              𝑀𝑎 ∪ 𝑀𝑎 = 𝑀𝑎. 

Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet se 𝑅 𝑎𝑀. 

Atёherё kemi: 

             𝑎 ∈ 𝐿 ∩ 𝑅 (𝑀𝑎) ∩ (𝑎𝑀) = (𝑎𝑀)(𝑀𝑎) 

                                 𝑎(𝑀𝑀)𝑎 𝑎(𝑀𝑎), 

kёshtu, 𝑎 ёshtё i rregullt. Prandaj 𝑀 ёshtё i rregullt. 

(1)  (3)   Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑄. Meqenёse 𝑎 ёshtё i rregullt kemi 

𝑎 ∈ 𝑎𝑀𝑎 𝑄𝑀𝑄, pra 𝑄 𝑄𝑀𝑄. 

Nga ana tjetёr gjejmё 

                    𝑄𝑀𝑄 𝑄𝑀 dhe 𝑄𝑀𝑄 𝑀𝑄, 

kёshtu treguam barazimin 

                                    𝑄 = 𝑄𝑀𝑄. 

(3)  (1)   Nga barazimi 𝑄 = 𝑄𝑀𝑄 ёshtё fare e qartё se pёr çdo element 𝑎 ∈ 𝑄, kemi 𝑎 ∈

𝑎𝑀𝑎, pra 𝑎 ёshtё i rregullt. 

(1)  (4)   Marrim njё element tё çfarёdoshёm 𝑎 ∈ 𝑅. Meqenёse 𝑀 ёshtё i rregullt, kemi   

                                  𝑎 ∈ 𝑎𝑀𝑎 (𝑅𝑀)𝑅 𝑅𝑅, 
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pra, 𝑅 𝑅𝑅. Pёrfshierja 𝑅𝑅 𝑅 ёshtё e qartё, kёshtu qё kemi tё vёrtetё barazimin 𝑅 = 𝑅𝑅. 

Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet edhe barazimi 𝐿𝐿 = 𝐿. Tё tregojmё tani se 𝑅𝐿 = 𝑅 ∩ 𝐿 ёshtё 

kuazi-ideal i 𝑀 −sё. Ёshtё e qartё se 𝑅𝐿 𝑅 ∩ 𝐿  ( ), pra prerja 𝑅 ∩ 𝐿 nuk ёshtё boshe. Tani 

kemi 

              (𝑅 ∩ 𝐿)𝑀 ∩ 𝑀(𝑅 ∩ 𝐿) 𝑅𝑀 ∩ 𝑀𝐿 𝑅 ∩ 𝐿, 

kёshtu 𝑅 ∩ 𝐿 ёshtё kuazi-ideal i 𝑀. 

Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑅 ∩ 𝐿. Meqenёse 𝑎 ёshtё i rregullt, kemi 

𝑎 = 𝑎𝑥𝑚𝑦𝑎, ku 𝑥, 𝑦 ∈  dhe 𝑚 ∈ 𝑀. 

Shkruajmё, 

               𝑎 = 𝑎𝑥(𝑚𝑦𝑎) = 𝑎𝑥𝑏 ∈ 𝑅𝐿, sepse 𝑚𝑦𝑎 ∈ 𝐿. 

Treguam pёrfshierjen 𝑅 ∩ 𝐿 𝑅𝐿 dhe sё bashku me ( ) sjellin barazimin 𝑅 ∩ 𝐿 = 𝑅𝐿. 

(4)  (2) Kjo ёshtё e qartё. Ndёrkohё (2)  (1). Pra kemi qё (4)  (1). 

Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup dhe 𝐴, 𝐵 dy nёnbashkёsi jo-boshe tё 𝑀. Pёrcaktojmё shumёzimin 

𝐴𝐵 nё kёtё mёnyrё 

                                                    𝐴𝐵 = {𝑎𝑏 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵  ∈ }. 

E zbatojmё kёtё shumёzim nё bashkёsinё e kuazi-idealeve Ѳ(𝑀) dhe kemi teoremёn e mёposhtme. 

TEOREMЁ  4.6.    −gjysmёgrupi 𝑀 ёshtё i rregullt atёherё dhe vetёm atёherё kur Q(𝑀) ёshtё 

 −gjysmёgrup i rregullt nё lidhje me shumёzimin e nёnbashkёsive tё 𝑀. 

PЁRKUFIZIM   4.7.   Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup dhe 𝑎 ∈ 𝑀. Le tё jetё 𝑏 ∈ 𝑀 dhe 𝑥, 𝑦 ∈ . 

Pёr elementin 𝑏 themi se ёshtё njё (𝑥, 𝑦) invers i 𝑎 nё qoftё se 𝑎 = (𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎 dhe 𝑏 = (𝑏𝑦𝑎)𝑥𝑏. 

Nё kёtё rast ne shkruajmё 𝑏 ∈ 𝑉𝑥
𝑦(𝑎). 

TEOREMЁ   4.8.   Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt, 𝑎 = (𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 dhe 𝑥, 𝑦 ∈  

tё tillё qё 𝑏 ∈ 𝑉𝑥
𝑦(𝑎). Atёherё 

(1)   𝑎𝑥𝑏 dhe 𝑏𝑦𝑎 janё idempotentё 

(2)   𝑎ℛ𝑎𝑥𝑏ℒ𝑎, 𝑎ℒ𝑏𝑦𝑎ℛ𝑎 

VЁRTETIM.   (1)   Po tregojmё qё 𝑎𝑥𝑏 ёshtё idempotent. Kemi 

                     𝑎𝑥𝑏 = [(𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎]𝑥[(𝑏𝑦𝑎)𝑥𝑏] = (𝑎𝑥𝑏)𝑦[𝑎𝑥[(𝑏𝑦𝑎)𝑥𝑏]] 
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                             = (𝑎𝑥𝑏)𝑦[𝑎𝑥[𝑏𝑦(𝑎𝑥𝑏)]] = (𝑎𝑥𝑏)𝑦[[(𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎]𝑥𝑏] = (𝑎𝑥𝑏)𝑦(𝑎𝑥𝑏). 

Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet se edhe 𝑏𝑦𝑎 ёshtё idempotent. 

(2)   Meqenёse 𝑎 ёshtё i rregullt del se (𝑎)𝑟 = 𝑎𝑀. Elementi 𝑎𝑥𝑏 nga (1) ёshtё idempotent dhe 

si rrjedhim ai ёshtё edhe i rregullt, pra (𝑎𝑥𝑏)𝑟 = (𝑎𝑥𝑏)𝑀. 

Marrim njё element tё çfarёdoshёm 𝑎𝑧𝑚 nga 𝑎𝑀. Kemi  

𝑎𝑧𝑚 = ((𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎)𝑧𝑚 = (𝑎𝑥𝑏)𝑦(𝑎𝑧𝑚) ∈ (𝑎𝑥𝑏)𝑀, pra (𝑎)𝑟 (𝑎𝑥𝑏)𝑟. Meqenёse pёrfshierja 

(𝑎𝑥𝑏)𝑟 (𝑎)𝑟 ёshtё e qartё, kemi barazimin (𝑎)𝑟 =  (𝑎𝑥𝑏)𝑟, pra 𝑎ℛ𝑎𝑥𝑏. 

Tregohet lehtё se (𝑎)𝑙 = 𝑀𝑎 dhe (𝑏𝑦𝑎)𝑙 = 𝑀(𝑏𝑦𝑎). Po tё jetё 𝑚𝑧(𝑎𝑥𝑏) njё element nga 

(𝑎𝑥𝑏)𝑙 kemi qё 𝑚𝑧(𝑏𝑦𝑎) = (𝑚𝑧𝑏)𝑦𝑎 ∈ 𝑀𝑎 = (𝑏)𝑙, pra (𝑏𝑦𝑎)𝑙 (𝑎)𝑙. 

Kjo pёrfshierje sё bashku me pёrfshierjen e qartё (𝑎)𝑙 (𝑏𝑦𝑎)𝑙 sjellin qё (𝑏𝑦𝑎)𝑙 = (𝑎)𝑙, pra 

𝑎ℒ𝑏𝑦𝑎. 

Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet se 𝑎𝑥𝑏ℒ𝑏 dhe 𝑏𝑦𝑎ℛ𝑏. 

TEOREMЁ   4.9.  Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup. Njё element 𝑎 ∈ 𝑀 ёshtё i rregullt atёherё 

dhe vetёm atёherё kur (𝑎)𝑟 = 𝑒𝑦𝑀 pёr ndonjё idempotent 𝑒 = 𝑒𝑦𝑒 ∈ 𝑀, 𝑦 ∈ .  

VЁRTETIM.   Nё qoftё se elementi 𝑎 ∈ 𝑀 ёshtё i rregullt kemi qё 𝑎 = (𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎 pёr 𝑏 ∈ 𝑀 𝑥, 𝑦 ∈

. Shohim se (𝑎𝑥𝑏)𝑦(𝑎𝑥𝑏) = [(𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎]𝑥𝑏 = 𝑎𝑥𝑏, pra, 𝑎𝑥𝑏 ёshtё idempotent pёr 𝑥 ∈ . Po tё 

shёnojmё 𝑒 = 𝑎𝑥𝑏 kemi qё 𝑒 = 𝑒𝑦𝑒, 𝑦 ∈  dhe 𝑎 = 𝑒𝑦𝑎. 

Meqenёse 𝑎 dhe 𝑒 janё elementё tё rregullt kemi qё (𝑎)𝑟 = 𝑎𝑀 dhe (𝑒)𝑟 = 𝑒𝑀. Po tё jetё 𝑎𝑧𝑚 

njё element i çfarёdoshёm nga (𝑎)𝑟 gjejmё 

                                 𝑎𝑧𝑚 = [(𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎]𝑧𝑚 = (𝑒𝑦𝑎)𝑧𝑚 = 𝑒𝑦(𝑎𝑧𝑚) ∈ 𝑒𝑀, 

pra (𝑎)𝑟 𝑒𝑀 = (𝑒)𝑟. Kjo pёrfshierje sё bashku me pёrfshierjen e qartё (𝑒)𝑟 (𝑎)𝑟 sjellin 

barazimin  (𝑎)𝑟 = (𝑒)𝑟 = 𝑒𝑦𝑀. 

Anasjelltas, supozojmё se (𝑎)𝑟 = 𝑒𝑦𝑀, ku 𝑒 = 𝑒𝑦𝑒, 𝑦 ∈ . Meqenёse (𝑎)𝑟 = 𝑎 ∪ 𝑎𝑀 rrjedh se 

𝑎 = 𝑒𝑦𝑚 pёr ndonjё 𝑚 ∈ 𝑀 dhe 𝑒 = 𝑎 ose 𝑒 = 𝑎 𝑏 pёr ndonjё  ∈  dhe 𝑏 ∈ 𝑀. Tani, 𝑒 𝑎 =

𝑒 (𝑒 𝑚) = (𝑒 𝑒) 𝑚 = 𝑒 𝑚 = 𝑎. Prandaj, 𝑎 = 𝑒 𝑎 = (𝑎 𝑏) 𝑎, pra 𝑎 ёshtё i rregullt. 

TEOREMЁ   4.10.   Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup. Nё qoftё se 𝑎 = 𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑎) ku 𝑏 ∈ 𝑀 dhe 

𝑥, 𝑦 ∈ , ёshtё njё element i rregullt nё 𝑀 atёherё (𝑎)𝑟 = 𝑎𝑥𝑀 dhe (𝑎)𝑙 = 𝑀𝑦𝑎. 
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VЁRTETIM.   Dimё se (𝑎)𝑟 = 𝑎𝑀 ∪ 𝑎. Meqenёse 𝑎 = (𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎 = 𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑎) ∈ 𝑎𝑀 del se 

(𝑎)𝑟 = 𝑎𝑀. Marrim njё element tё çfarёdoshёm 𝑎 𝑚 nga 𝑎𝑀. Kemi 

            𝑎 𝑚 = [(𝑎𝑥𝑏)𝑦𝑎] 𝑚 = [𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑎)] 𝑚 = 𝑎𝑥[(𝑏𝑦𝑎) 𝑚] ∈ 𝑎𝑥𝑀, pra 𝑎𝑀 𝑎𝑥𝑀.  

Meqenёse pёrfshierja 𝑎𝑥𝑀 𝑎𝑀 ёshtё e qartё, kemi barazimin (𝑎)𝑟 = 𝑎𝑥𝑀. 

Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet edhe barazimi (𝑎)𝑙 = 𝑀𝑦𝑎. 

TEOREMЁ   4.11.  Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt dhe 𝑎 ∈ 𝑀. Le tё jenё gjithashtu 

𝑒 = 𝑒𝑥𝑒 dhe 𝑓 = 𝑓𝑦𝑓 dy idempotentё tё tillё qё 𝑒ℛ𝑎ℒ𝑓. Atёherё ekziston 𝑏 ∈ 𝑉𝑦
𝑥(𝑎) i vetёm i 

tillё qё 𝑎𝑦𝑏 = 𝑒 dhe 𝑏𝑥𝑎 = 𝑓. 

VЁRTETIM.   Meqenёse 𝑒ℛ𝑎 ne kemi qё 𝑒𝑀 = 𝑎𝑀. Atёherё ekzistojnё 
1

, 
2

∈  dhe 𝑐, 𝑑 ∈

𝑀 tё tillё qё 𝑒 = 𝑎
1

𝑐 dhe 𝑎 = 𝑒
2

𝑑. Tani kemi 

                                                      𝑒𝑥𝑎 = 𝑒𝑥(𝑒
2

𝑑) = (𝑒𝑥𝑒)
2

𝑑 = 𝑒
2

𝑑 = 𝑎. 

Gjithashtu, meqenёse 𝑎ℒ𝑓, ne kemi 𝑀𝑎 = 𝑀𝑓. Prej kёtej gjejmё se 𝑎 = 𝑚11𝑓 dhe 𝑓 =

𝑚22𝑎 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 1, 2 ∈ . Shkruajmё, 𝑎 = 𝑚11𝑓 = 𝑚11(𝑓𝑦𝑓) = (𝑚11𝑓)𝑦𝑓 = 𝑎𝑦𝑓. 

Le tё jetё 𝑏 = 𝑓
1

𝑐. Atёherё kemi 𝑎𝑦𝑏 = 𝑎𝑦(𝑓
1

𝑐) = (𝑎𝑦𝑓)
1

𝑐 = 𝑎
1

𝑐 = 𝑒. Prandaj (𝑎𝑦𝑏)𝑥𝑎 =

𝑒𝑥𝑎 = 𝑎.Gjithashtu (𝑏𝑥𝑎)𝑦𝑏 = [(𝑓
1

𝑐)𝑥𝑎]𝑦𝑏 = [[(𝑚22𝑎)
1

𝑐]𝑥𝑎] 𝑦𝑏 =

[[𝑚22(𝑎
1

𝑐)𝑥𝑎]] 𝑦𝑏 = [(𝑚22𝑒)𝑥𝑎]𝑦𝑏 = [𝑚22(𝑒𝑥𝑎)]𝑦𝑏 = (𝑚22𝑎)𝑦𝑏 = 𝑓𝑦𝑏 =

𝑓𝑦(𝑓
1

𝑐) = (𝑓𝑦𝑓)
1

𝑐 = 𝑓
1

𝑐 = 𝑏. Kёshtu del se 𝑏 ∈ 𝑉𝑦
𝑥(𝑎). Gjithashtu kemi 

                                   𝑏𝑥𝑎 = (𝑓
1

𝑐)𝑥𝑎 = [(𝑚22𝑎)
1

𝑐]𝑥𝑎 = [𝑚22(𝑎
1

𝑐)]𝑥𝑎 

                                           = (𝑚22𝑒)𝑥𝑎 = 𝑚22(𝑒𝑥𝑎) = 𝑚22𝑎 = 𝑓. 

Kёshtu 𝑏 plotёson barazimet 𝑏𝑥𝑎 = 𝑓 dhe 𝑎𝑦𝑏 = 𝑒. 

Tё tregojmё tani unicitetin. Supozojmё se ekziston njё 𝑏 ∈ 𝑉𝑦
𝑥(𝑎) e tillё qё 𝑎𝑦𝑏 = 𝑒 dhe 𝑏𝑥𝑎 =

𝑓. Atёherё gjejmё 

                         𝑏 = (𝑏𝑥𝑎)𝑦𝑏 = 𝑏𝑥(𝑎𝑦𝑏) = 𝑏𝑥(𝑎𝑦𝑏) = (𝑏𝑥𝑎)𝑦𝑏 = (𝑏𝑥𝑎)𝑦𝑏 = 𝑏. 

Njё mjet i rёndёsishёm nё studimin e  −gjysmёgrupeve tё rregullt ёshtё renditja e pjesshme 

natyrale. Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt. Nё tё ne pёrcaktojmё relacionet e Grinit 

nёpёrmjet idealeve kryesorё. Renditja e pёrfshierjes midis idealeve kryesorё sjell njё renditje midis 

klasave tё ekuivalencёs. 

         𝐿𝑎 ≤ 𝐿𝑏 nё qoftё se 𝑀𝑎 𝑀𝑏 
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          𝑅𝑎 ≤ 𝑅𝑏 nё qoftё se 𝑎𝑀 𝑏𝑀 

           𝐽𝑎 ≤ 𝐽𝑏 nё qoftё se 𝑀𝑎𝑀 ∪ 𝑎𝑀 ∪ 𝑀𝑎 𝑀𝑏𝑀 ∪ 𝑏𝑀 ∪ 𝑀𝑏. 

Bashkёsinё e idempotentёve tё njё  −gjysmёgrupi 𝑀 do e shёnojmё me 𝐸(𝑀). Kur 𝐴 ёshtё njё 

nnёbashkёsi e 𝑀 atёherё 𝐸(𝐴) = 𝐴 ∩ 𝐸(𝑆). 

PЁRKUFIZIM  4.12.   Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt. Pёrcaktojmё 𝑎 ≤ 𝑏 atёherё dhe 

vetёm atёherё kur 𝑅𝑎 ≤ 𝑅𝑏 dhe 𝑎 = 𝑒𝑥𝑏, pёr ndonjё 𝑒 ∈ 𝐸(𝑅𝑎), 𝑥 ∈ . Nё qoftё se 𝑒 dhe 𝑓 janё 

idempotentё, atёherё 𝑒 ≤ 𝑓 vetёm atёherё kur ekzistojnё 𝑥, 𝑦 ∈  tё tillё qё 𝑒𝑥𝑒 = 𝑒, 𝑓𝑦𝑓 = 𝑓 dhe 

𝑒 = 𝑒𝑥𝑓 = 𝑓𝑦𝑒. 

Tek [26] ёshtё treguar se plotёsimi i kushteve tё pёrkufizimit tё mёsipёrm pёr 𝐸(𝑀) sjell qё kemi 

tё bёjmё me njё renditje tё pjesshme. 

TEOREMЁ   4.13.   Le tё jenё 𝑎 dhe 𝑏 elementё tё  −gjysmёgrupit tё rregullt 𝑀. Atёherё pohimet 

e mёposhtme janё ekuivalente 

(1)   𝑎 ≤ 𝑏 

(2)   Pёr çdo 𝑓 ∈ 𝐸(𝑅𝑏) ekziston 𝑒 ∈ 𝐸(𝑅𝑎) tё tillё qё 𝑒 ≤ 𝑓 dhe 𝑎 = 𝑒𝑥𝑏, pёr ndonjё 𝑥 ∈  

(3)   Pёr çdo 𝑓 ∈ 𝐸(𝑅𝑏) ekziston 𝑒 ∈ 𝐸(𝑅𝑎) tё tillё qё 𝑒 ≤ 𝑓 dhe 𝑎 = 𝑏𝑦𝑎, pёr ndonjё 𝑦 ∈  

(4)   𝑅𝑎 ≤ 𝑅𝑏 dhe 𝑎 = 𝑏𝑦𝑓 pёr ndonjё 𝑓 ∈ 𝐸(𝐿𝑎), 𝑦 ∈  

VЁRTETIM.   (1) (2)   Le tё jetё 𝑓 ∈ 𝐸(𝑅𝑏), pra, 𝑓 = 𝑓𝑦𝑓, 𝑦 ∈ . Meqenёse 𝑓 ∈ 𝑅𝑏 del se 

𝑓𝑦𝑀 = (𝑏)𝑟. Nga 𝑎 ∈ 𝑅𝑎, ekziston 𝑒 ∈ 𝑅𝑎, ku 𝑒 = 𝑒𝑥𝑒, 𝑥 ∈ , e tillё qё 𝑎𝑀 = 𝑒𝑥𝑀 𝑓𝑀 =

𝑓𝑦𝑀. Tani ekziston 𝑚 ∈ 𝑀 e tillё qё 𝑒 = 𝑓𝑦𝑚. Kemi 

                  𝑒 = 𝑓𝑦𝑚 = (𝑓𝑦𝑓)𝑦𝑚 = 𝑓𝑦(𝑓𝑦𝑚) = 𝑓𝑦𝑒. 

Meqenёse 𝑒 ∈ 𝑅𝑎, 𝑓 ∈ 𝑅𝑏, kemi qё (𝑒)𝑟 = (𝑎)𝑟 dhe (𝑓)𝑟 = (𝑏)𝑟. Kjo sjell qё 𝑒 ≤ 𝑓 dhe 𝑒 = 𝑒𝑥𝑓. 

(2) (1)   Meqenёse 𝑓 ∈ 𝐸(𝑅𝑏) dhe 𝑒 ∈ 𝐸(𝑅𝑎) del se (𝑒)𝑟 = (𝑎)𝑟, (𝑓)𝑟 = (𝑏)𝑟. Nga 𝑒 ≤ 𝑓, pra 

(𝑒)𝑟 (𝑓)𝑟 del se  (𝑎)𝑟 (𝑏)𝑟, pra 𝑅𝑎 ≤ 𝑅𝑏. Kjo sё bashku me 𝑎 = 𝑒𝑥𝑏 pёr ndonjё 𝑥 ∈  sjellin 

qё 𝑎 ≤ 𝑏. Kёshtu treguam se (1) (2).  

Nё mёnyrё tё ngjashme tregohet se (1) (3). 

(1) (4)   Le tё jetё 𝑎 = (𝑎𝑧𝑐)𝑡𝑎 njё element i rregullt i   −gjysmёgrupit 𝑀. Nga Teorema 4.10, 

(𝑎)𝑙 = 𝑀𝑡𝑎. Marrim njё element 𝑚𝑡𝑎 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑡 ∈  nga (𝑎)𝑙. Kemi gjithashtu qё 𝑎 = 𝑒𝑥𝑏 pёr 
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ndonjё 𝑒 ∈ 𝐸(𝑅𝑎), 𝑥 ∈ . Atёherё 𝑚𝑡𝑎 = 𝑚𝑡(𝑎𝑥𝑏) = (𝑚𝑡𝑎)𝑥𝑏 ∈ 𝑀𝑥𝑏 (𝑏)𝑙. Pra, gjetёm se 

(𝑎)𝑙 (𝑏)𝑙, qё tregon se 𝐿𝑎 ≤ 𝐿𝑏. 

Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt nё tё cilin ёshtё pёrcaktuar relacioni i renditjes ≤. 

Atёherё (𝑀, ≤) ёshtё quajtur poset. Nё qoftё se (𝑀, ≤) ёshtё poset atёherё njё nёnbashkёsi 𝐴 e 𝑀 

quhet ideal i renditur nё qoftё se 𝑎 ≤ 𝑏 ∈ 𝐴 sjell 𝑎 ∈ 𝐴. Nёnbashkёsia [𝑏] =𝑎  𝑎 ∈ 𝐴 dhe 𝑎 ≤

𝑏 quhet ideal kryesor i renditur i 𝑀. Rezultati i mёposhtёm na tregon kur njё  −nёngjysmёgrup 

i rregullt ёshtё ideal i renditur duke u mbёshtetur tek idempotentёt. 

TEOREMЁ   4.14.   Le tё jetё 𝑁 njё  −nёngjysmёgrup i rregullt i  −gjysmёgrupit tё rregullt 

𝑀. Atёherё 𝐸(𝑁) ёshtё ideal i renditur i 𝐸(𝑀) atёherё dhe vetёm atёherё kur 𝑁 ёshtё ideal i 

renditur i 𝑀. 

VЁRTETIM.   Le tё jetё 𝐸(𝑁) ideal i renditur i 𝐸(𝑀) dhe supozojmё se 𝑎 ≤ 𝑏 nё 𝑁. Nga Teorema 

8, nё qoftё se 𝑓 ∈ 𝐸(𝑅𝑏) ∩ 𝑁, atёherё ekziston 𝑒 ∈ 𝐸(𝑅𝑎) i tillё qё 𝑒 ≤ 𝑓 dhe 𝑎 = 𝑒𝑥𝑏, pёr ndonjё 

𝑥 ∈ . Nga supozimi 𝑒 ∈ 𝑁 kёshtu qё 𝑎 ∈ 𝑁. 

E anasjellta ёshtё e qartё. 

PЁRKUFIZIM   4.15.   Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt. Prodhimi gjurmё i dy elementёve 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 qё shёnohet 𝑎 𝑜 𝑏 ёshtё 

                                       𝑎 𝑜 𝑏 = 𝑎𝑥𝑏 ∈ 𝑅𝑎 ∩ 𝐿𝑏 pёr 𝑥 ∈ .  

Ёshtё e vёrtetё teorema e mёposhtme. 

Nё qoftё se 𝑒 dhe 𝑓 janё idempotentё tё  −gjysmёgrupit 𝑀, atёherё bashkёsia sandwich e 𝑒 −sё 

dhe 𝑓 −sё, qё shёnohet 𝑆(𝑒, 𝑓), pёrcaktohet 

                   𝑆(𝑒, 𝑓) = ℎ ∈ 𝐸(𝑆)  (𝑓
1

ℎ)1𝑒 = ℎ dhe (𝑒
2

ℎ)2𝑓 = 𝑒 𝑓 1, 2, , 
1

, 
2

∈  . 

Nё qoftё se 𝑀 ёshtё i rregullt bashkёsitё sanduiç janё gjithmonё jo-boshe. Tregohet pa vёshtirёsi 

se ℎ ∈ 𝑆(𝑒, 𝑓) atёherё dhe vetёm atёherё kur ℎ ∈ 𝐸(𝑆) ∩ 𝑓 𝑉(𝑒
2

𝑓)𝑒. 

TEOREMЁ   4.16.    Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt. 

(1)   𝑎 𝑜 𝑏 ekziston atёherё dhe vetёm atёherё kur ekziston 𝑥 ∈ 𝑉(𝑎) dhe 𝑦 ∈ 𝑉(𝑏) tё tillё qё 

𝑥 𝑎 = 𝑏 𝑦,  ∈  

(2)   Le tё jenё 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀, 𝑎 ∈ 𝑉(𝑎), 𝑏 ∈ 𝑉(𝑏) dhe ℎ ∈ 𝑆(𝑎 𝑎, 𝑏 𝑏 ). Atёherё 
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                 𝑎
1

𝑏 = (𝑎
2

ℎ)• (ℎ
3

𝑏) dhe 𝑏
4

ℎ
5

𝑎 ∈ 𝑉(𝑎
6

𝑏), ku , , 
𝑖

∈ . 

(3)   Le tё jenё 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑀, 𝑎
1 ∈ 𝑉(𝑎1) dhe 𝑎

𝑛 ∈ 𝑉(𝑎𝑛). Atёherё 

             𝑉(𝑎1
1

𝑎2 … 
𝑛

𝑎𝑛) ∩ 𝑎
𝑛 𝑆𝑎

1 ≠ ∅. 

Njё rezultat i pёrdorshёm ёshtё edhe teorema e mёposhtme. 

TEOREMЁ   4.17.   Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt. 

(1)   Nё qoftё se 𝑏Ɗ𝑏, atёherё pёr çdo 𝑎 ≤ 𝑏, ekziston 𝑎Ɗ𝑎 i tillё qё 𝑎 ≤ 𝑏 

(2)   𝑀𝑎𝑀 𝑀𝑏𝑀 atёherё dhe vetёm atёherё kur ekziston 𝑏 i tillё qё 𝑎Ɗ𝑏 ≤ 𝑏. 

 

4.2   VETITЁ BAZЁ TЁ MBЁSHTJELLЁSES 

Kёtu do paraqesim vetitё bazё tё mbёshtjellёses sё njё  −gjysmёgrup tё rregullt duke ngritur 

natyrshёm dhe disa probleme lidhur me tё. 

PЁRKUFIZIM   4.18.   Le tё jetё 𝑀 njё  −gjysmёgrup i rregullt. 𝑀 ёshtё mbёshtjellёse e njё 

 −gjysmёgrupi tё rregullt 𝑆 nё qoftё se 𝑆𝑀𝑆 = 𝑆 dhe 𝑀𝑆𝑀 = 𝑀. 

Kjo ёshtё ekuivalente me atё qё tё themi se 𝑆 ∈ 𝑉(𝑀) nё  −gjysmёgrupin 𝑄(𝑀) tё tё gjithё 

kuazi-idealeve tё 𝑀 (Teorema 4.6). Mё nё pёrgjithёsi, ne themi se njё  −gjysmёgrup i rregullt 𝑀 

ёshtё mbёshtjellёse e njё  −gjysmёgrupi tё rregullt 𝑆 nё qoftё se ekziston njё zhytje 𝑖: 𝑆 → 𝑀 e 

tillё qё 𝑀 ёshtё mbёshtjellёse e 𝑖(𝑆). 

Mё poshtё po japim njё sёrё karakterizimesh alternative tё mbёshtjellesve. Le tё jetё 𝑆 njё 

 −nёngjysmёgrup i rregullt i njё  −gjysmёgrupi tё rregullt 𝑀. 

Do tё pёrcaktojmё tre veti tё cilave do tiu drejtohemi mё vonё. 

(𝐹1)   𝐸(𝑆) ёshtё ideal i renditur i 𝐸(𝑀) 

(𝐹2)   Nё qoftё se 𝑎 ∈ 𝑀 dhe pёr ndonjё 𝑎 ∈ 𝑉(𝑎), 𝑎 𝑎 = 𝑎 𝑎 ∈ 𝑆,   ∈ , atёherё 𝑎 ∈ 𝑆 

(𝐹3)   Pёr çdo 𝑒 ∈ 𝐸(𝑀), ekziston 𝑓 ∈ 𝐸(𝑆) e tillё qё 𝑒Ɗ𝑓. 

TEOREMЁ   4.19.   Le tё jetё 𝑆 njё  −nёngjysmёgrup i rregullt i  −gjysmёgrupit tё rregullt 𝑀. 

(1)   𝑆 ёshtё njё kuazi-ideal i 𝑀 atёherё dhe vetёm atёherё kur janё tё vёrteta (𝐹1) dhe (𝐹2) 
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(2)   𝑀 ёshtё mbёshtjellёse e 𝑆 atёherё dhe vetёm atёherё kur 𝑆 ёshtё kuazi-ideal i 𝑀 dhe (𝐹3) 

ёshtё e vёrtetё. 

VЁRTETIM.   Meqenёse 𝑆 ёshtё  −nёngjysmёgrup i rregullt, nga Teorema 4.5 (3), kemi qё 𝑆 =

𝑆𝑀𝑆. (𝐹1) ёshtё e vёrtetё: le tё jetё 𝑓 ≤ 𝑒 ∈ 𝐸(𝑆). Kemi 𝑒𝑥𝑒 = 𝑒, 𝑓𝑦𝑓 = 𝑓 dhe 𝑓 = 𝑓𝑦𝑒 =

𝑒𝑥𝑓, 𝑥, 𝑦 ∈ . Tani mund tё shkruajmё 

                               𝑓 = 𝑒𝑥𝑓 = 𝑒𝑥(𝑓𝑦𝑒) ∈ 𝑆𝑀𝑆 = 𝑆. 

Kёshtu 𝑓 ∈ 𝐸(𝑆). 

Tё tregojmё se edhe (𝐹2) ёshtё e vёrtetё. Le tё jetё 𝑎 ∈ 𝑀 dhe 𝑎 ∈ 𝑉(𝑎), ku 𝑎 𝑎 = 𝑎 𝑎, pёr 

çdo  ∈ , i pёrkasin 𝑆. 

Atёherё shkruajmё 𝑎 = (𝑎𝑠𝑎)𝑡𝑎 dhe 𝑎 = (𝑎𝑡𝑎)𝑠𝑎, 𝑠, 𝑡 ∈ . 

Tani kemi 𝑎 = (𝑎𝑠𝑎)𝑡𝑎 = (𝑎𝑠𝑎)𝑡 ((𝑎𝑡𝑎) 𝑎) 

                       = (𝑎𝑠𝑎)𝑡 (𝑎𝑡(𝑎 𝑎)) ∈ 𝑆𝑀𝑆 = 𝑆. 

Pё r tё  vё rtetuar tё  anasjelltё n supozojmё  se (𝐹1) dhe (𝐹2) janё  tё  vё rteta. Nё  bazё  tё  Teoremё 

s 4.5 ne duhet tё  tregojmё  barazimin 𝑆 = 𝑆𝑀𝑆. Meqenё se perfshierja 𝑆 𝑆𝑀𝑆 ё shtё  e 

qartё , ne duhet tё  tregojmё  pё rfshierjen 𝑆𝑀𝑆 𝑆. Le tё  jetё  (𝑢 𝑚) 𝑤 ∈ 𝑆𝑀𝑆, ku 𝑢, 𝑤 ∈

𝑆 ,  ∈ , 𝑚 ∈ 𝑀. Zgjedhim 𝑢 ∈ 𝑉(𝑢) ∩ 𝑆 dhe 𝑤  ∈ 𝑉(𝑤) ∩ 𝑆. Nga Teorema 4.6 (3), ekziston 

𝑐 ∈ 𝑉((𝑢 𝑚) 𝑤) ∩ 𝑤 𝑀𝑢, atё herё  𝑐 = (𝑤 
1

𝑛)
2

𝑢, pё r ndonjё  𝑛 ∈ 𝑀 
1

, 
2

∈ . Tani ё 

shtё  e qartё  se 

                         ((𝑛 𝑚) 𝑤)𝑧𝑐 ≤ 𝑢
3

𝑢 dhe 𝑐
3

((𝑢𝑚) 𝑤) ≤ 𝑤 
4

𝑤. 

Nga (𝐹1), ((𝑛 𝑚) 𝑤)𝑧𝑐, 𝑐
3

((𝑢 𝑚) 𝑤) ∈ 𝑆. Atё herё  nё  bazё  tё  (𝐹2), kemi qё  (𝑢 𝑚) 𝑤 ∈

𝑆.  

Tek (2) po provojmё  tё  anasjelltё n. Meqenё se 𝑆 ё shtё   −nё ngjysmёgrup i rregullt i 𝑀 dhe 

kuazi-ideal i 𝑀, kemi qё  𝑆𝑀𝑆 = 𝑆 (Teorema 4.5). Na mbetet vetёm tё  tregojmё  pёrfshierjen 

𝑀 𝑀𝑆𝑀.  

Marrim nё shqyrtim rastin kur 𝑆 ёshtё njё kuazi-ideal i rregullt i njё  −gjysmёgrupi tё rregullt 𝑀 

por (𝐹3) nuk ёshtё e nevojshme tё jetё e vёrtetё. 

Pёrcaktojmё 

                              𝜉𝑀(𝑆) = 𝑚 ∈ 𝑀  𝑚Ɗ𝑠, pёr ndonjё 𝑠 ∈ 𝑆 . 

Kemi rezulttain e mёposhtёm 
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TEOREMЁ   4.20.   Le tё jetё 𝑆 njё kuazi-ideal i rregullt i njё  −gjysmёgrupi tё rregullt 𝑀. 

Shёnojmё 𝑀 = 𝜉𝑀(𝑆). Atёherё 

(1)   𝑀 ёshtё ideal i renditur i 𝑀 

(2)   𝑀 = 𝑀𝑆𝑀 

(3)   𝑀 ёshtё  −nёngjysmёgrup i rregullt i 𝑀 

(4)   𝑀 ёshtё njё mbёshtjellёse e 𝑆 

Vёrtetimi i pjesёs sё fundit tё Teoremёs 4.5 na jep njё metodё tё rёndёsishme pёr gjetjen e çifteve 

inverse (Pёrkufizimi 4.7). 

TEOREMЁ   4.21.   Le tё jetё 𝑀 njё mbёshtjellёse e 𝑆. Atёherё, pёr çdo çift invers (𝑎, 𝑎) nё 𝑀, 

ekzistojnё çiftet inverse (𝑏, 𝑏) dhe (𝑐, 𝑐) nё 𝑀 dhe njё çift invers (𝑠, 𝑠) nё 𝑆 tё tillё qё  

               𝑎 = 𝑏 𝑜 𝑠 𝑜 𝑐, 𝑏
1

𝑏 = 𝑎1𝑎, 𝑠2𝑠 = 𝑎
2

𝑎, 𝑏
3

𝑏 = 𝑠3𝑠, 𝑐
4

𝑐 = 𝑠4𝑠. 

TEOREMЁ   4.22.   Le tё jetё 𝑀 njё mbёshtjellёse e 𝑆 qё pёrmban 𝑇 si njё kuazi-ideal tё rregullt. 

Shёnojmё 𝑆 = 𝜉𝑀(𝑇) ∩ 𝑆. Atёherё 𝜉𝑀(𝑇) ёshtё njё mbёshtjellёse e 𝑆 dhe 𝑇. 

TEOREMЁ   4.23.   Le tё jetё 𝑀 njё mbёshtjellёse e  −gjysmёgrupit tё rregullt 𝑆. 

(1)   Pёr çdo 𝑄 ∈ 𝑄(𝑆) ne kemi qё 𝑄𝑀𝑄 ∈ 𝑄(𝑀) 

(2)   Pёr çdo 𝑄 ∈ 𝑄(𝑆) ne kemi qё 𝑄𝑀𝑄 = 𝑄 

(3)   Nё qoftё se 𝑄 ∈ 𝑄(𝑀) dhe 𝑄 𝑆, atёherё 𝑄 ∈ 𝑄(𝑆) 

(4)   𝑄(𝑀) ёshtё njё mbёshtjellёse e 𝑄(𝑆) 

Lidhur me sjelljen e mbёshtjellёses ndaj homomorfizmave kemi kёtё teoremё. 

TEOREMЁ   4.24.   (1)   Le tё jetё 𝑀 njё mbёshtjellёse e 𝑆 dhe ℎ: 𝑀→ 𝑁 njё homomorfizёm 

syrjektiv, 𝑁 ёshtё  −gjysmёgrup i rregullt. Atёherё 𝑁 ёshtё njё mbёshtjellёse e ℎ(𝑆) 

(2)   Le tё jetё 𝑀 njё mbёshtjellёse e 𝑆 dhe 𝑆 ёshtё njё mbёshtjellёse e 𝑁. Atёherё 𝑀 ёshtё njё 

mbёshtjellёse e 𝑁. 

Pёr  −gjysmёgrupet janё pёrcaktuar relacionet analoge tё Grinit. Pёr mbёshtjellёset e 

 −gjysmёgrupeve ngrihen dy probleme: 
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1. Nё qoftё se kemi njё mbёshtjellёse 𝑆 tё  −gjysmёgrupit 𝑀, cila ёshtё marёdhёnia midis 

relacioneve ℒ, ℛ, ℋ, Ɗ, ℐ nё 𝑀 me relacionet  ℒ, ℛ, ℋ, Ɗ, ℐ nё 𝑆 ? 

2. Nё qoftё se 𝑆 ёshtё njё mbёshtjellёse e 𝑀 dhe kemi qё ℐ(𝑀) = Ɗ(𝑀), a ёshtё i vёrtetё barazimi 

ℐ(𝑆) = Ɗ(𝑆) ? Po anasjelltas ? 
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PËRFUNDIME 

Nё kёtё tezё disertacioni kemi bёrё njё studim mbi gjysmёgrupet ternare, -gjysmёgrupet ternare 

dhe -gjysmëgrupet e rregullt. Kemi studiuar idealet, kuazi-idealet, bi-idealet nё gjysmёgrupet 

ternare nё pёrgjithёsi si dhe kemi bёrё njё studim tё veçantё mbi pothuajse nëngjysmëgrupet 

ternare, pothuajse idealet, pothuajse idealet e brendshëm, pothuajse kuazi-idealet dhe pothuajse 

bi-idealet tё cilat pёrbёjnё njё risi nё kёtё tezё si dhe pёrbёjnё njё objekt studimi edhe nё vazhdim.  

Kemi trajtuar disa çështje të rëndësishme lidhur me -gjysmëgrupet ternare. Gjithashtu kemi 

paraqitur kuazi-idealet dhe renditjen e pjesshme nё njё  −gjysmёgrup tё rregullt. Mё tej kemi 

pёrcaktuar mbёshtjellёsen e njё  −gjysmёgrupi tё rregullt dhe kemi dhënë disa veti bazё tё 

mbёshtjellёses duke ngritur dhe disa probleme qё lindin natyrshëm në lidhje me mbështjellësen.   

Tё gjitha nocionet qё kёmi paraqitur, vetitё qё lidhen me to na ndihmojnё pёr tё pёrcaktuar 

strukturёn e gjysmёgrupeve ternare, -gjysmëgrupeve ternare dhe -gjysmëgrupeve të rregullt.  

Teoria e gjysmëgrupeve gjen zbatime të shumta në shkencat kompjuterike e kryesisht në 

Elektronikë. 
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